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Capitulo 1

Sistemas, Sinais e Controle

Usaremos apenas idéias intuitivas: considere uma por¢ao do meio ambiente
que com ele troca informacgoes e/ou energias. A por¢ao isolada do meio
ambiente na qual concentramos a atencao é o sistema, e as informagoes (ou
energias trocadas no caso de sistemas fisicos) s@o os sinais.

1.1 Exemplos e Classificagoes

Consideramos em primeiro lugar um motor elétrico DC acionando uma carga.
A entrada para este sistema pode ser facilmente identificada: a tensao elétrica
aplicada aos terminais do motor. E bastante razodvel designar como saida
a velocidade angular da carga, e com pouco esfor¢co podemos ter uma idéia
qualitativa do funcionamento deste sistema. Supondo que aplicamos uma
entrada (tensao) constante a partir de um dado instante a saida deixara seu
valor inicial (vamos supor que seja 0, a carga estava em repouso) acelerara
gradualmente até atingir uma velocidade constante.

O segundo exemplo ¢ o de um pequeno corpo metalico que pode se mover
sem atrito em um plano horizontal, proximo de um campo magnético cuja
intensidade pode ser alterada com facilidade. Isto pode ser obtido por meio
de um eletroima.

O terceiro exemplo é o de uma caldeira, um dispositivo para gerar vapor.
E por fim seja uma conta de poupanga em uma instituicao financeira.

O estudo destes exemplos ajuda a entender como se pode classificar siste-
mas. A primeira possivel escolha é entre sistemas Continuos ou discretos.
Mas também podemos dividir os sistemas entre Deterministicos ou es-
tocasticos. A parametros concentrados (grandezas dependem apenas do
tempo) ou a parametros distribuidos (grandezas podem depender, além
do tempo, de outras variaveis). Ou ainda em Multivariaveis ou mono-



variaveis.

1.2 Analise e Sintese

Conforme ja deve ter dado para perceber, o conceito de sistemas apresentado
acima é muito vasto e geral, permitindo que praticamente qualquer fenomeno
ou situacao possam ser englobados por ele.

Desta maneira, estudar sistemas é estudar a realidade, com a finalidade
de

1. aceitd-la (postura passiva): Andlise
2. ou muda-la (postura ativa): Sintese, Controle.

A énfase basica de Controle é o desejo de mudar, afetar, influir, impor
vontades. Isto é geral (e talvez inconsciente) na humanidade. Para controlar
é preciso conhecer, ou seja, a Analise é necessaria para a Sintese.

1.3 Modelo Matematico

Ferramentas matematicas que permitem “entender” um sistema, e conse-
quentemente “prever” seu comportamento. Dado o modelo matematico de
um sistema é possivel calcular sua saida, desde que se conheca a entrada. O
modelo matematico por exceléncia para sistemas continuos sao as equacoes
diferenciais.

1.3.1 Sistemas Continuos a Parametros Concentrados

Admitem como modelo matemético equagoes diferenciais ordinarias (EDOs)
da forma abaixo, onde m < n.

y ) = flyT 0@, 90, y(6), (), alt), ult), )
Sistemas a parametros distribuidos sao modelados por equacoes diferen-

ciais parciais.

1.3.2 Sistemas Lineares

Descritos por equacoes diferenciais ordinarias lineares, EDOLs. Sao equagoes
da forma acima onde f ¢é linear, ou seja, y™(t) é uma combinacao linear de



y e de suas derivadas, e de u e suas derivadas:
YOt = )y V() () + ao(t)y(t) +
B (£)ul™ () + - -+ + By (£)(t) + Bo(t)u(t)

onde m < n.

1.3.3 Sistemas Lineares Fixos

ou invariantes no tempo, sao descritos por equacgoes diferenciais ordinarias
lineares fixas, EDOLFs. Sao equagdes como as acima, onde a funcao f é
linear e “independente do tempo t”. Isto significa que os os coeficientes da
combinagao linear sao constantes:

gyt = ey ") + -+ and(t) + aoy(t) +
Brul™ (t) + -+ - + Bri(t) + Boul(t)

onde m <n e os o; e 3; sao constantes reais. As EDOLF's sao normalmente
escritas de modo diverso:

YD () 4 an 1y ™) 4+ arg () +agy(t) = bpu™ (t) +- - -4 byiu(t) + bou(t)

onde m <n, a;, = —q; e b = —f3;.
Os sistemas lineares fixos, ou invariantes no tempo, sao geralmente de-
signados pela sigla SLIT.

1.4 SLITs e EDOLFs

A natureza é nao linear, isto é um fato. Assim, o conceito de sistemas line-
ares teria apenas interesse tedrico e matematico. Por sorte, varios sistemas
importantes do mundo real tem comportamentos que podem ser muito bem
aproximados por modelos lineares, em especial os modelos lineares e fixos, o
que justifica o seu estudo.

Para resolver as EDOLFs podemos usar

1. Método tradicional, onde se deve somar duas parcelas, a solucao geral
da equacao homogeénea associada e uma solugao particular da equagao

completa: y(t) = g (t) + y(¢).
2. Transformadas de Laplace.
3. Métodos matriciais ou “modernos”.

4. Simulagoes numéricas.



1.5 Transformada de Laplace

O método tradicional é cansativo, entediante e artificioso. As transformadas
de Laplace sao uma ferramenta muito poderosa, e o seu uso simplifica muito
a tarefa de solucionar as EDOLFs. Sempre que possivel deve-se emprega-las.

A transformada de Laplace associa a cada funcao real da variavel real
e continua ¢t uma funcao complexa da variavel complexa s, por meio da
expressao:

£t = L{f O} = F(s) = [~ f(m)ear

1.5.1 Exemplos

>
e Degrau unitario: f(t) = 1(t) = { (1) : 2 0

L{Wy=Fis) = [

- 5 Jo- S 0~
e Rampa unitdria: f(t) =t.1(t) = F(s)=--- =1/s?
e Exponencial: f(t) =e*.1(t) = F(s)=--- =1/(s—a)
e Impulso unitario: f(t) =46(t) = F(s)=--- =1

1.5.2 Propriedades

e Linearidade: Va; € IR,

LA{arfi(t) + azfo(t) + - anfu(t)} = e LLA(O} + -+ anL{fu (1)}

e Derivagao real: L {%f(t)} =sF(s)— f(07)
e Integragao real: LA{[f(t)} =1F(s)
e Teorema do valor inicial: f(0) = lim; o f(t) = lim, o0 SF'(5)
e Teorema do valor final (cuidado!) lim o0 f(t) = lims_g sF(s)



1.5.3 Laplace e as EDOLFs

Seja, por exemplo, a equacao diferencial a seguir com suas condigoes iniciais:
G(t) +34(1) + 39(t) + y(t) = a(t) + 2u(?)
y(07) =1; y(07) =25 §(07) =3

Achando as transformadas de Laplace de ambos os membros, e usando
as propriedades, vem

$°Y (s) — s*y(07) — sy(07) — §(07)
+3(s”Y (s) = sy(07) — 9(07))
+3(sY(s) —y(07)) +Y(s) =
sU(s) —u(07) 4+ 2U(s)
Agrupando melhor, e substituindo os valores das Cls:

(s +3s*+3s+1)Y(s) — (s*+3s+3)—2(s+3)—3 =
(s+2)U(s) —u(07)
Isolando Y'(s):

(5 + 35+ 35+ 1)Y(s) = (s+2)U(s)+ (s*+5s+12) —u(0)

donde podemos exprimir Y(s) como

Y(s) = F(s)

s3+3s2+3s+1
onde F'(s) engloba termos conhecidos que dependem da fungao forgante w(t)
e das condigoes iniciais. Deste modo Y'(s) estd plenamente determinada e
pode-se encontrar a solugao desejada y(t) a partir dela.

Estes desenvolvimentos ajudarao a aceitar a validade dos resultados apre-
sentados na secao 1.6.

1.5.4 Meétodos Matriciais e Simulacoes Numéricas

Os métodos “modernos” transformam a resolugao de equacoes diferenciais
como as que nos interessam em problemas de Célculo Matricial. Como ha um
numero grande de algoritmos numéricos eficientes, bem estudados e acessiveis
para estes problemas explica-se a popularidade destes métodos.

b}



Ja os métodos de simulagao numérica podem — e devem! — ser utilizados
quando a aplicacao de qualquer um dos outros é dificil ou mesmo impossivel.
Estes métodos sao capazes de encarar qualquer equacao, independentemente
de tamanho ou complexidade (até mesmo casos variantes no tempo ou nao
lineares). Mas o prego a se pagar por este poder é que estas simulagoes
fornecem apenas o grafico da solugao procurada, sendo incapazes de chegar
a solugao analitica.

1.6 Teorema Geral dos SLITS

Dado um SLIT com entrada u e saida y é sempre possivel escrever
Y (s) = G(s)U(s) + Gi(s)

onde Y(s) é a transformada de Laplace da saida y(t), U(s) é a transfor-
mada de Laplace da entrada u(t), G(s) é uma funcao da varidvel complexa
s determinada a partir dos coeficientes da equagao diferencial e G;(s) é uma
funcao da variavel complexa s determinada a partir do conhecimento da
funcao forcante e das condigoes iniciais. Dé-se a G(s) o nome de Fungao de
Transferéncia do sistema.

1.6.1 SLITs Relaxados

Diz-se que um sistema ¢é relaxado quando as condigoes iniciais de sua equacao
diferencial sao nulas; em termos fisicos isto significa que nao hé energias
inicialmente armazenadas no sistema. A partir do resultado acima vemos
que, dado um SLIT relaxado, (CIs =0) com entrada u e saida y é sempre
possivel escrever

onde G(s) é a Fungao de Transferéncia do SLIT. Esta expressao fornece
um meio simples, direto e denso de representar SLITs. As fungbes de trans-
feréncia caracterizam os SLITs de maneira elegante e concisa, sao um modelo
matematico muito usado.

1.6.2 Em resumo ...

Havendo ou nao Cls, a funcdo de transferéncia G(s) caracteriza muito bem
os SLITs, e sera sempre associada a eles. Os diagramas de blocos fornecem
uma notagao comoda:



— G(s) —— Y(s) = G(s)U(s) + Gi(s)
U(s) Y(s)

— G(s) — Y(s) =G(s)U(s)

U(s) Y(s)

Dado um SLIT, se a sua fungao de transferéncia G(s) for conhecida,
o problema de Anélise estd bem encaminhado: basta encontrar Y (s) =
G(s)U(s) + Gi(s) e pronto. A parte mecanica dos célculos pode ser feita
a mao ou usando recursos computacionais.

1.7 Obtencao de Modelos Matematicos

Para sistemas fisicos em geral:

Sistema real — Leis da Fisica — Modelo Matematico: ED

E comum supor parametros concentrados, e neste caso a ED vira EDO
(quando nao der, paciéncia). Muitas vezes, além da hip6tese de parametros
concentrados, usamos outras hipoteses suaves cujo resultado é:

EDO — EDOLF — G(s) — beleza!

Para ilustrar estas idéias, o que usarfamos? Exemplos, 16gico!

1.7.1 Elementos mecanicos ideais

Para o sistema esquematizado na figura abaixo a esquerda, supomos que
a mola e o amortecedor viscoso sao ideais e que ha apenas movimentos de
translacao horizontais. Considerando a forca f aplicada ao carrinho de massa
M como entrada do sistema, e como saida a abscissa y(t), determine o modelo
matematico relacionando estas grandezas.

Yy
K Ky(t)
e g 0
171 -
S OO, By(t)




Na figura da direita esbocamos o diagrama de corpo livre para a situagao:
em um instante genérico t representamos as forgas que agem sobre o corpo.
As forgas verticais (o peso Mg e a reacdo do apoio) se equilibram (néo ha
movimentos na diregdo vertical) e, portanto, foram omitidas. Supondo que
em ¢ o deslocamento do carrinho é para a direita (y(¢) > 0) a mola reage apli-
cando uma forga de intensidade Ky(t) no sentido indicado; se nesse mesmo
instante a velocidade do carrinho é da esquerda para a direita o amortece-
dor reage aplicando uma forca de intensidade By(t) no sentido indicado. Os
leitores sao convidados a mostrar que o resultado final permanece o mesmo
ao se supor sentidos opostos para a posicao e a velocidade.

Determinadas as forcas basta usar as leis basicas da Dinamica que rela-
cionam a resultante das forcas externas aplicadas a aceleracao do centro de
massa do corpo; como, por hipdtese, nao ha rotacao, a aceleracao v sera dada
pela segunda derivada da posicao linear y. Para somar as forcas supomos
positivo o sentido da esquerda para a direita; o resultado final é:

d.f=My = f(t) = Ky(t) — By(t) = Mij(t)

Esta expressao, consequéncia direta das leis de Newton, pode ser reescrita
em um formato mais apropriado:

My(t) + Ky(t) + By(t) = f(t)
Dividindo os termos por M chegamos a

)+ ut) + 5yt) = 3 £(0)

y(07) =wyo;  9(07) =

e este é o formato classico das EDLOFs. Notar que as condicoes iniciais sao
a posicao e a velocidade em ¢t = 0.

1.7.2 Elementos elétricos ideais

No cicuito esquematizado abaixo o indutor, o capacitor e o resistor podem
ser considerados ideais; a entrada e a saida do sistema sao as tensoes u e y
indicadas abaixo, e a corrente que atravessa os componentes € 7. Pede-se o
odelo matematico.



Da teoria basica de circuitos sabe-se que, em um instante qualquer ¢ a
tensao u(t) pode ser escrita como

u(t) = vr(t) + vr(t) + ve(t)

onde a tensdo vy (t) no indutor é diretamente proporcional a derivada da
corrente que o atravessa, a tensao vg(t) no resistor (que é a prépria saida
y(t) do sistema) é diretamente proporcional & corrente e a tensao ve(t) no
capacitor é diretamente proporcional a integral da corrente. Com isto:

ult) = L%z’(t) +Ri(t) + é / i(t)dt

Lembrando que y(t) = vg(t) = Ri(t) podemos eliminar a corrente desta
expressao; feito isto derivarfamos uma vez com relagdo ao tempo e reagru-
pariamos para obter uma equacao diferencial pura:

i) + £9(t) + zoy(t) = Fu(t)

Mais uma vez o modelo encontrado é linear e invariante no tempo. As
hipéteses de elementos ideais sao, novamente, as responsaveis por isto.

1.7.3 Péndulo Simples

O pendulo simples esquematizado na figura a seguir possui massa m, estd
atado por um cordao de massa desprezivel e comprimento [ e oscila em um
unico plano, o plano do papel. O angulo medido a partir da vertical que
passa pelo ponto de suspensao é #. Pede-se o0 modelo matematico, claro!



P =mg

Na figura da direita temos o diagrama de corpo livre para a situacao,
mostrando as forcas que agem sobre o corpo. Para casos como este é ttil
considerar o péndulo como um corpo rigido e tomar os momentos das forcas
com relagao ao centro de suspensao: isto anula a contribuigao da forca T, a
tensao no fio. A equagao basica da mecanica rotacional diz que a somatoria
dos momentos das forcas externas em relacao a um certo ponto ¢é igual ao
momento de inércia do corpo vezes a sua aceleracao angular.

Para o nosso problema o tinico momento a se considerar ¢ o causado
pelo peso: M = —Pd, onde o braco de alavanca é dado por d = [ senf
(este momento é negativo porque tende a girar a massa no sentido oposto
ao arbitrado como positivo para os deslocamentos angulares); o momento
de inércia vale mi? e a aceleracao angular é a derivada segunda da posicao
angular, donde

—Pl sen 6(t) = mi*0(t)
que pode ser reescrita como

. I
0(t) + — senf(t) =0
9
Esta nao é uma equagao diferencial linear, apesar de todas as idealizagoes
costumeiras tais como fio inextensivel, auséncia de atritos, massas pontuais,
etc.

1.7.4 Que fazer?

A EDO nao é linear. Mesmo usando elementos ideais o modelo encontrado
nao é linear. Ou aceitamos e trabalhamos com ele assim mesmo (hé softs
para isso) ou linearizamos.

Muitas vezes a linearizacao é conseguida aplicando regras conhecidas de
simplificagdo, como por exemplo: sen (f) &~ t desde que t ~ 0. Mas hd uma
teoria geral.

10



1.8 Linearizacao de funcoes

Considere uma fungao real de varidvel real representada por y = f(x). Su-
pondo que a variavel independente x permanece sempre proxima de um valor
xg, a variavel y permanecerd sempre préxima de yo = f(zp). Dizemos que
a funcao “trabalha” nas vizinhancas do Ponto de Operagao caracterizado
por (zg,%o). Aplicando a expansado em série de Taylor para estas condigoes
temos:
1 2
y= 1@ =t + |F] - |

(l‘ — 1'0)2 + N

r=x0

Supondo agora que a fungao realmente trabalha perto do PO (ponto de
operagao) podemos desprezar os termos de ordens superiores a 2 na expansao
acima para obter

v s+ ] o)

ou ainda
y—yozm(x—xo)

onde m é o valor da derivada de f calculada no ponto de operagao. Chamando
Y =y—yoe X = x—x( dizemos que a expressao Y = mX é uma aproximacao
linear para a funcdo f, nas vizinhancas do ponto de operagao (zg, o). Em
termos geométricos, a equagao y = yo + m(x — xy) representa a tangente a
curva y = f(x) no ponto de operagao.

1.9 Linearizacao de EDOs

Antes disso precisamos linearizar fungoes de varias varidveis. Seja por exem-
plo y = f(a,b,c) e o ponto de operagao definido por a = ag, b = by e ¢ = co.
A série de Taylor sera

Yy = f(aabac)
of of

+ termos de ordem superior

11



onde as derivadas parciais sao calculadas no ponto de operacao PO. Supondo
que tudo acontece nas proximidades do PO poderemos desprezar os termos
superiores e obter

ou ainda

que ¢é a equacgao do plano tangente a superficie definida pela funcao f no
ponto de operacao e também uma aproximacao linear para a funcao.
Para linearizarmos uma EDO basta lembrar o seu formato geral:

y ™ () = fy" @), g,y (@), u™ (@), (), ult), )

onde m < n. Se houver a garantia que u(t) e suas derivadas (até a ordem m)
e y(t) e suas derivadas (até a ordem n—1) permanecem sempre na vizinhanga
de determinados valores, podemos usar os resultados precedentes e encontrar
uma EDOLF que serd uma aproximacao para a EDO dada. Quanto mais
proximas do PO se mantiverem as fungdes melhor serd a aproximagao.

1.10 Meétodos de Identificacao

Quando nao for possivel aplicar as Leis da Fisica para encontrar o modelo
matematico.

12



Capitulo 2

Uso de Variavels Auxiliares

Ao lado do método tradicional e do das transformadas de Laplace, ainda hé
uma maneira de se resolver EDLOFs que se revelard especialmente impor-
tante. Ilustrando-o por meio de exemplos, seja

{ §(t) +29(t) +y(1) = u(?)

y(07) =a; y(07) =4
Vamos definir o seguinte conjunto de variaveis auxiliares:

{ w1(t) = y(t)

zo(t) = y(t)
Operacoes diretas e elementares com estas novas variaveis e com a equacao
original fornecem:

{ () = y(t) = w2(t)

aa(t) = §(t) = u(t) —y(t) — 29(t) = —a1(t) — 22a(t) + u(?t)
Estas relagoes podem ser escritas de uma forma mais compacta, desde
que consideremos o seguinte vetor:

Com isto teremos

j:(t):[_(l) _;]x(t)—i—[?]u(t); x(O):lg]:xo

13



Chamando as matrizes acima de A, B e C' teremos

(t) = Az(t) + Bu(t) ;  x(07) = z9

y(t) = Ca(t)

O uso das variaveis auxiliares permitiu que se transformasse a equacao
diferencial em uma outra de primeira ordem e matricial. Isto acontecera
sempre, qualquer que seja a ordem da equacao diferencial dada. Métodos
para resolver uma equacgao nessa forma particular, bem como as vantagens
dela decorrentes, serao vistos mais tarde. Basta, por enquanto, saber que
é possivel transformar uma EDLOF, através das variaveis auxiliares, até
atingir a citada estrutura.

E interessante notar que este procedimento nao requer condigoes iniciais
nulas. Outro exemplo, a partir do qual mudaremos a notacao: ao invés do
rigoroso (0~) passamos ao simplificado (0)

§(t) + 34(1) + 39(t) + y(t) = u(t)

y(0)=a; y(0)=25; §(0)=~

A escolha mais natural das varidveis auxiliares é:

r1(t) = y(t)
(1) = 9(t)
w3(t) = §i(t)

que nos fornece, com algebrismos triviais:

#1(t) = y(t) = z(1)

z3(t) = () u(t) —y(t) — 3y(t) — 34(?)
—x1(t) — 3xo(t) — 3x3(t) + u(t)

Colocando

T (t)



teremos

0 1 O 0 o
z(t) = 0 0 1lz@®)+]0 [u(t) z(0)=]8|=ux
-1 -3 -3 1 v
y@) =1 1 0 0]a@)

Mais uma vez transformamos uma equagao diferencial de ordem elevada
em uma equacao diferencial matricial de primeira ordem. Rebatizando as
matrizes de A, B e C', chegaremos, como antes, a

&(t) = Az(t) + Bu(t) ;  z(0) = x

y(t) = Cu(t)

E importante notar que a escolha das variaveis auxiliares nao é unica.
Com efeito, qualquer escolha de Z; como combinacao linear de y(t), y(t) e
(t) permitird uma redugao a forma matricial. Seja entao, para este mesmo
exemplo:

Z3(t) = y(t) +29(t) + 5(2)

Desenvolvendo teriamos, apds algebrismos nao mais tao diretos, e apro-
veitando para simplificar mais ainda a notacao:

X1 :—y
=Y+ Ty =—21 + To
by =i

=—j—u+y+3y+3j
=Wty -u=—Iy+d3—u
T3 =442+

=y+2j+u—y—3y—3j

:—y—2y—y+u:—5€3+u

Verificariamos ainda que y = 21 + 23 + 23. Montando um vetor & cujas
componentes sao Iy, Tg € T3 Vird
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T = 0 -1 1|z+]| -1 |w 0)= -0 —7 = To
0 0 —1 1 a+26—7
y=1[ 1 1 1]z
ou ainda

Diferentes escolhas das variaveis auxiliares conduzem a diferentes matri-
zes, mas que representam a mesma equacao original. Mais tarde estudaremos
com alguma profundidade este fato e veremos como escolher variaveis de ma-
neira a obter matrizes de manuseio simples.

Os casos vistos até agora sao razoavelmente diretos, pois nao aparecem
derivadas das entradas na EDLOF original. Vejamos entao o caso geral. Seja
a equacao diferencial

Y™t a, y™ Y 4 ay +agy = bpu™ + - byt 4 bou

com m < n. Notar que, por simplicidade, estamos desprezando a simbologia
(t) para as fungdes do tempo. Uma possivel escolha das varidveis auxiliares
é:

r1 =19y
To = y
Tp—m = y(nimil)

Tp-mi1 =y"™ + ayu

Tpmao =y "™ 4 agi 4 agu

xn frg y(nfl) + alfu/(mfl) _|_ &2u(m72) + e _|_ &mflu _|_ &mu

Parece complicado mas nao é: um pouco de pratica acaba com qualquer
possivel ma impressao. Os coeficientes a; devem ser escolhidos de maneira a
termos

;= fj(x1,29,... xp,u) Vji=1,2,...n
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ou seja, @; nao deve depender das derivadas da funcao forcante u. Notemos
ainda que para obter uma reducao matricial como desejamos a funcao f; deve
ser linear em seus argumentos, isto ¢, &; deve ser uma combinacao linear das
variaveis x; e de u. A escolha acima permite que assim seja. Seja por exemplo
a equacao diferencial

J+3j+2)+y=1i+20+u
y(0) =a; g(0) =05 §(0) =~
A escolha das varidveis auxiliares pelo procedimento acima é:
r1 =Y
Ty =Y+ au

r3 =19+ au+ fu

Desenvolvendo:
1 =Y =Ty — Qu
Ty =9+ au=u1x3— [u

iy =4+ aii+ Bu
=—y—2y -3y +u+2u+u+ at+ fu
=—21 — 229 — 323+ 2a+ 30+ Du+ Ba+ G+ 2)u+ (a+1)i

Devemos impor a4+ 1 =0 e 3a+ 3+ 2 = 0, donde se extrairia a = —1 e
G = 1. Assim ficamos com

l"l =T+ U
l"g =T33 — U
.fil'g = —I —233'2 —3$3+2U

Empilhando as variaveis x; em uma matriz coluna x teremos, finalmente,

0 1 0 1
= 0 0 1l jx+| -1 |u
-1 -3 -3 2

y=[ 1 0 0]«



Lembrando uma vez mais: a escolha das variaveis auxiliares nao € tnica.
O conjunto acima escolhido assim o foi por acarretar célculos faceis e fornecer
matrizes em formas particulares. Para este mesmo exemplo poderiamos ter
escolhido
Zi‘l = y
.’2'2 = .’2'1 + au
T3 = To + bu + a1 + oy

a partir de onde, com a = —1,b=1, a1 = 1/4 e ay = 1/2 teriamos
. 0 1 0 1
= -1/4 =1/2 1 |z+| -1 |u
0 0 3 2
y=1[ 1 0 0]«

Vejamos, em um tultimo exemplo, o que acontece quando m =n

T+ +2y=u+u+u

Escolha das varidveis auxiliares:

T =Y+ au

To =Y + a1 + asu

Desenvolvendo:
l"l = T9 — QU
.jl'g = y + 06111 + Oéz’ll

=U+u+u—2y—3y+ a1t + astl
=(1+m)i+(1+a)u+u—2y—3y

=(1+a)i+ (1+a)t+u—2(x —aqu) — 3(z2 — s — agu)
= (1+ay)ii+ (1 + az + 3ag)d + (2040 + 3 + 1)u — 221 — 39

Impondo a; +1=0e 3a; +as+1 =0, temos a; =1 e ay = 2, donde

jfl :IL'Q—QU
i’g = —21‘1 — 31‘2 + 2u
Y =T+ u
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ou, matricialmente,

y=[1 1 0]z+ [lu

Chamando as matrizes de A, B, C' e D teremos

&= Ax + Bu
y=Cx+ Du

A grande novidade é a existéncia da matriz D, ligando de uma forma direta

as variaveis u e y.

19



Capitulo 3

Sistemas Nao Relaxados:
Nocao de Estado

Lembremos, antes de mais nada, que as saidas dos sistemas relaxados de-
pendem tunica e exclusivamente de suas entradas. Este fato é basico para
que tais sistemas possam ser descritos por meio de operadores. Nem sempre,
entretanto, este relacionamento simples entre as entradas e as saidas serd
valido, pois hé sistemas cujas saidas podem ser afetadas nao apenas pelas
entradas.

Exemplo 3.0.1 Seja o nosso sistema um trem, e consideremos como en-
trada a aplicacao dos freios pelo condutor. No carro-restaurante hd um
garcom servindo bebidas e refeicoes aos passageiros. Definamos a habili-
dade do gar¢com em manter o equilibrio de sua bandeja como saida de nosso
sistema. Vamos supor agora que a entrada comeca a ser aplicada a partir
de um dado instante ty, quando o condutor aciona energicamente os freios,
fazendo com que as sapatas pressionem fortemente as rodas. A pergunta é:
que sucederd ao gar¢om e sua bandeja?

Embora isto possa surpreender as mentes mais afoitas, a unica resposta
possivel a essa questao é: mao se sabe. Com efeito, se, mo instante da
aplicacao da entrada, o trem estivesse parado na plataforma, a entrada em
acao dos freios em nada afetaria o equilibrio do rapaz. O desastre cinema-
togrdfico, com copos e pratos se estilhacando no chao, e tumulto generalizado
apenas aconteceria se os freios fossem aplicados com o trem em movimento.

Este exemplo ilustra bem o fato de que a saida de alguns sistemas pode
depender nao somente das entradas aplicadas. Ela dependera também, de
alguma maneira, de como estava o sistema quando a entrada comeca a agir.
Este como estava o sistema, um tanto vago, pode se relacionar com a energia
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inicialmente armazenada no sistema, ou entao com as entradas a ele aplicadas
anteriormente.

De uma maneira geral, sistemas para os quais o conhecimento da entrada
nao ¢ suficiente para a determinacao exata da saida serao conhecidos como
nao relaxados. Uma questao surge naturalmente: o que, exatamente, deve-
mos conhecer de tais sistemas para podermos determinar suas saidas? Que
informagoes devemos ter a respeito deles — além das entradas é logico —
para sermos capazes de prever o comportamento de suas saidas?

A resposta a estas indagagoes constitui-se em um dos conceitos mais im-
portantes da teoria de sistemas.

Definigao 3.0.1 O estado de um sistema no instante ty, designado por x(ty),
¢ a quantidade de informagao sobre o sistema em ty que, juntamente com o
conhecimento das entradas aplicadas a partir de to, designadas por Uj, o),
determina unicamente o comportamento do sistema para qualquer instante
t > tg. Em simbolos:

z(to)
= determinacdo precisa do comportamento futuro

u[t07oo)

Como ty é absolutamente arbitrario, podemos dizer que o estado em t,
e em qualquer outro instante genérico t, condensa em si toda a informagao
importante sobre a histéria passada do sistema: entradas ja aplicadas, re-
laxacao, energias armazenadas, tudo enfim.

Vemos dessa maneira que o conhecimento do estado em um instante ¢
qualquer é uma excelente medida de como estd o sistema nesse momento,
de seu comportamento, pois ele encerra todo o passado e a partir dele pode-
mos, conhecendo as entradas, logicamente, prever o comportamento futuro
do sistema.

Que devemos entender por comportamento futuro do sistema? O conhe-
cimento da saida é, sem duvida alguma, um tipo de informacao que sempre
no interessa saber, mas por tudo que estamos vendo sobre o estado podemos
dizer que o conhecimento dele, estado, ¢ mais importante e abrangente que
o da saida.

Com estas idéias em mente podemos aperfeicoar ligeiramente o conceito
de estado: o conhecimento de z(t), o estado em um instante ¢ qualquer e
genérico, e o das entradas a partir desse instante permite determinar pre-
cisamente o futuro a partir desse instante, futuro este que sempre pode ser
medido pelo proprio estado e pelas saidas:
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x(t) determinacao precisa do comportamento futuro
- ou seja, conhecimento de:

U[t,00) Tt 00) € Yt,c0)

H& maneiras belamente rigorosas e matematicamente coerentes de se de-
finir o estado de um sistema. A unica pretensao da maneira aqui utilizada é
a de atingir mais rapidamente a intuicao fisica que todos temos dos fatos, e
esperamos ter conseguido isso!

A enorme riqueza da idéia de estado permite que se extraia o maximo
possivel de informacao sobre a estrutura interna do sistema e sobre o relacio-
namento entre as grandezas envolvidas. O estado pode ser considerado como
uma radiografia capaz de revelar detalhes do interior do sistema: conhecendo-
o (juntamente com as entradas) conheceremos os estados e as saidas futuras.

Embora o tratamento apresentado aqui seja aplicdvel a qualquer tipo
de sistema, independentemente de sua natureza ou origem, devemos notar
que o conceito de estado para sistemas fisicos (mecanicos, elétricos, quimicos,
etc) admite explicagoes e interpretagoes em termos de energia, como veremos
oportunamente.

3.1 Equacoes Dinamicas e Espaco de Estados

Visto e entendido o conceito de estado é hora de especificar mais precisa-
mente os termos de sua definicao, ou seja, de traduzir matematicamente
suas relagoes com o sistema propriamente dito e com o exterior. Para isto,
chamaremos de Equagoes Dinadmicas as equagoes que descrevem unica-
mente as relagoes entre as entradas, as saidas e o estado de um determinado
sistema.

As equagoes dinamicas nada mais sao do que uma maneira de expressar
matematicamente as idéias desenvolvidas no conceito de estado. Para isto
vamos supor que u(-), z(-) e y(-) representem a entrada, o estado e a saida
de um determinado sistema, e que comegamos a estuda-lo no instante inicial
to. Da prépria definicao de estado vem

l‘[to,oo) = E(l‘(to)’ u[to,oo))

Ylto,00) = Q(x(t0>a u[to,OO))

onde a notacdo myy, ) designa o segmento de fungdo, ou seja, a funcao (es-
calar ou vetorial) m definida apenas nos instantes posteriores ou iguais a t.
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O simbolo F significa que o segmento de funcao x, ) depende apenas da
constante x(tp) e do segmento wu, ). Explicacao similar se aplica para G.

Se conhecemos uma fungdo f em todo o intervalo [tg,00) é ébvio que
conheceremos o seu valor em qualquer instante genérico desse intervalo, e
assim as expressoes acima podem ser modificadas para

x(t) = F(x(to), upn) VE>to

y(t) = G(x(to), upre,yy) YVt > 1o

Notar que agora F' e G tem um sentido diferente do de F' e G. Notar
também que escrever wu, ) € NA0 Ufy, o) cOmMO antes significa supor implicita-
mente que o sistema em consideragao ¢ fisico (causal). Mesmo sem qualquer
mencao explicita, esta hipdtese sera sempre feita doravante.

Considerando um instante genérico t; com ty < t; < t podemos escrever
para a saida: y(t) = G'(x(t1), up, 4) e, se houver condigoes de continuidade
suficientes, quando t; — t teremos y(t) = g(x(t), u(t),t).

Para o estado pode-se fazer um raciocinio andlogo, baseado em condigoes
de continuidade. Devemos ainda levar em conta o proprio conceito de estado,
e, apos alguns desenvolvimentos cujos detalhes serao aqui omitidos, mas que
sao baseados no fato de que para se prever o comportamento futuro de uma
grandeza deve-se conhecer a derivada dessa grandeza, chegariamos a z(t) =
f(x(t),u(t),t) onde &(t) designa a derivada temporal da funcao z(-) calculada
no instante t. E sao extamente desta forma as equagoes dinamicas que sempre
veremos:

z(t) = f(z(t),u(t),t) — equagao de estado
y(t) = g(z(t),u(t),t) — equagdo de saida

Ao conjunto de todos os estados que podem caracterizar um sistema ao
longo do tempo daremos o nome de Espgo de Estados e usaremos o simbolo
Y (letra sigma maitiscula do alfabeto grego, o popular somatério) ou even-
tualmente X (letra xis maitscula manuscrita). Desta maneira temos

S=X={at) | t€ R}

J& temos a nocao de estado, de espaco de estados e até memso notagoes
para designar essas idéias. Uma questao, entretanto, ainda deve ser respon-
dida: como seria possivel, dado um sistema real e palpavel do mundo fisico,
encontrar para ele uma grandeza, ou grandezas, com as propriedades exigidas
na nocao de estado?
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3.2 Variaveis de Estado e Interpretacao E-
nergética

Para uma classe bastante vasta e significativa de sistemas sera possivel en-
contrar um numero n de variaveis escalares capazes de concentrar todas as
informacoes requeridas pela definicao de estado. Sao as chamadas bf variaveis
de estado, para as quais usaremos a notacao xi(-),z2(:),... z,(-). Uma
maneira matematicamente concisa e eficiente de tratarmos essas varidveis é
considerd-las como uma matriz coluna com n linhas. Desta maneira o es-
tado, ou, equivalentemente, as n variaveis de estado, podem ser formalmente
designadas por

Vemos assim que o estado no instante ¢ pode ser encarado como uma
énupla ordenada de ntimeros reais. E sabido que o conjunto de todas estas
entidades possui uma estrutura de espago vetorial sobre o corpo dos reais: é
o chamado IR". Sabemos agora, entao, quem é o espaco de estados:

Vt, 2() ES =X = R"

Geometricamente podemos encarar o estado no instante ¢ como um ponto
ou vetor em um espaco n-dimensional. Com o passar do tempo este ponto se
desloca desenhando trajetérias no espago de estados. Estas linhas ou cami-
nhos tragados ao longo do tempo sao chamados de trajetérias de estado.
Para sistemas com dimensoes até 3 é facil visualizar estas idéias. Se, por
exemplo, n = 2 temos ¥ = X = IR*:
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T2

\\\.x(to)

A partir desta especificacao mais esmiucada da nocao de estado pode-se
reescrever as equagoes dinamicas em uma forma mais detalhada. Para isto
devemos ainda nos lembrar de que a entrada em um instante ¢ qualquer é
composta, no caso mais geral, por m componentes, e a saida por r compo-
nentes, ou seja, u(t) € R™ e y(t) € IR". As equagoes dinamicas ficam:

Ti(t) = filx1(t), 22(t), ... (), ur(t),... un(t),t) Vi=1,2,... n

yi(t) = gi(z1(t), z2(t), ... xp(t),ur(t), ... un(t),t) Vi=1,2,...r

Para sistemas fisicos as variaveis de estado tem uma importante inter-
pretacao em termos de energia. Podemos, com efeito, associar a cada uma
delas um dos “reservatérios de energia” do sistema. A varidvel z;(t) indicaria
entao o nivel de energia do reservatorio ¢ no instante t. E bem sabido que a
energia de sistemas mecanicos pode ser armazenada, como energia potencial,
em uma mola comprimida ou distendida. Ela ainda pode aparecer como a
energia cinética caracteristica de massas em movimento. Assim, o proce-
dimento mais natural, para sistemas mecanicos, € o de escolhermos como
variaveis de estado todos os deslocamentos de molas e todas as velocidades
de massas. Embora outras escolhas de variaveis de estado sejam possiveis, a
mais natural de todas, aquela com significado fisico mais aparente é a recém
mencionada, quando associamos as variaveis z; cada um dos depédsitos de
energia do sistema.

Para sistemas elétricos os indutores e os capacitores funcionam como “ar-
mazéns energéticos”, como bem se sabe. Desta maneira, ao lidarmos com
sistemas elétricos passivos a escolha natural das variaveis de estado seria:
corrente nos indutores e tensoes nos capacitores.

Diz a Fisica, em sua sabedoria, que para bem entendermos a relidade
¢ necessario um conhecimento bastante completo da energia: de como ela
se transforma de uma para outra de suas possiveis formas, de como ela é
transmitida ao longo do tempo de um lugar a outro, quais os seus niveis em
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todo e qualquer instante , etc. Se nos restringirmos ao ambito de um sis-
tema, as varidveis de estado x;(t) fornecem, pela simples razao de terem sido
escolhidas para isso mesmo, nada mais nada menos do que as importantes
informagoes acima listadas. Nao é de se estranhar, portanto, que a descricao
de um sistema fisico por meio de seu estado seja uma das maneiras mais
completas e eficientes de conhecé-lo.

Conhecer o comportamento de um nimero n finito, embora possa ser
elevado, de reservatérios de energia é suficiente para a descrigao exata de
uma vasta classe de sistemas. Matematicamente traduzimos este fato dizendo
que o estado pertence a um espaco de estados de dimensao finita. Trata-
se de um caso bastante comum e com grande aplicabilidade pratica. Ao
colocarmos, como foi feito até agora e continuara sendo feito na maioria
das ocasioes, ¥ = X = IR" estamos obviamente supondo um sistema com
espaco de estados de dimensao finita, ou, de maneira abreviada, sistema de
dimensao finita.

Mas nem sempre a natureza é tao simples e elegante como desejaria a
Matematica, e algumas vezes teima em se apresentar sob véus ainda opacos
a ciencia humana. H&, com efeito, sistemas onde a energia pode se arma-
zenar em praticamente todos os pontos ao longo do volume ocupado. Para
bem conhecermos sistemas desse tipo necessitamos de um ntmero infinito
de variaveis de estado. As ferramentas matematicas atualmente disponiveis
para enfrentar essa situagao, os espagos vetoriais com dimensoes infinitas,
sao considerados pelos proprios matematicos como um terreno selvagem e
inexplorado. Nem por isso o conhecimento sobre esses sistema de dimensao
infinita é pequeno. Sabe-se algo sobre eles, o que é bom e necesséario, pois em
algumas importantes aplicacoes praticas, como por exemplo nos sistema atra-
sadores, é impossivel estabelecermos modelos de dimensao finita razoaveis e
eficientes.

Para, ainda uma vez, enfatizarmos a importancia do conceito de estado
vejamos a opiniao sobre ele do astronomo e matematico frances Laplace
(século XVIII): “Devemos entao encarar o estado do Universo como uma
consequeéncia do estado antecedente, e como a causa do estado futuro.”

3.3 Como Fica o Caso Linear

Quando f e g sao fungoes lineares de seus argumentos x e u temos as cha-
madas Equacgoes Dinamicas Lineares. Sua forma geral é
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y;i(t) = (D) (t) + () za(t) + -+ + cjn(t)zn(t)+

Para escrever estas equacoes de forma mais densa e compacta, mantendo
a generalidade, podemos lancar mao de matrizes, com o que teriamos

(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t); z(to) = 2

y(t) = C(1)x(t) + D(t)u(t)

onde A(-), B(+), C(+) e D(+) sdo matrizes com dimensoes n X n, n X m, r X n
e r X m, respectivamente, e cujos elementos sao fungoes do tempo. Além
disso, x(t) € IR", u(t) € R™ e y(t) € IR". Uma equagao dinamica como esta
representa um sistema causal e linear em sua forma mais genérica possivel:
variante no tempo.

O uso dos diagramas de blocos constitui-se em uma forma equivalente de
apresentar as equagoes dinamicas. Eles sao muito utilizados por consegui-
rem evidenciar de uma maneira clara as ligagoes existentes entre as diversas
variaveis em jogo. O diagrama associado a uma equagao dinamica linear
como a acima é:

D(t)
T(t x(t
a0 ™ 1w e
A(t)

Um diagrama de blocos é apenas uma meneira grafica de escrever uma
equagao dinamica. Sao muito usados em simulagao analégica ou digital de
sistemas. A passagem das equacoes dinamicas para os diagramas de blocos
associados deve ser praticamente automatica; para o caminho inverso é sem-
pre util lembrar que as saidas dos integradores no diagrama correspondem
as variaveis de estado.

De especial importancia pratica e tedrica é um caso particular da equagao
dindmica linear acima, quando as matrizes A(-), B(-), C(-) e D(-) sdo cons-
tantes:
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2(t) = Ax(t) + Bu(t); z(tg) = 2°
y(t) = Cz(t) + Du(t)

onde agora A(-), B(+), C(-) e D(-) sdo matrizes com dimensoes n X n, n X m,
r X ner X m,como antes, e com elementos reais e constantes. Além disso,
z(t) € R", u(t) € R™ e y(t) € IR". Tal equagao dinamica é caracteristica
da importante classe dos sistemas lineares, causais e fixos, ou invariantes no
tempo. Como eles serao os personagens mais assiduos do restante destas
paginas, passamos agora a estabelecer alguns fatos e a recordar outros sobre
eles.

Como ja foi visto, o instante inicial ¢, € irrelevante para os sistemas fixos
e pode, sem perda de generalidade, ser considerado igual a zero. Seja entao
um SLIT com estado inicial z(ty) = 2(0) = zo. Achando as transformadas
de Laplace das equagoes dinamicas:

sX(s)—x(0) = AX(s)+ BU(s)
Y(s)= CX(s)+ DU(s)
Rearranjando e reagrupando termos da primeira equacao:
(sI — A)X(s) = BU(s) + xo
Y(s)= CX(s)+ DU(s)
Como a matriz sI — A é sempre inversivel podemos isolar X (s):
X(s)= (sI —A)""{BU(s)+ zo}
Y(s) = CX(s)+ DU(s)

Vale a pena paralisar o desenvolvimento para constatar que estas ex-
pressoes confirmam as idéias do conceito de estado. Elas dizem que a partir
do conhecimento de x(0) e de wup, ) (ou, equivalentemente, de Uf(s)) fica
assegurado o conhecimento de X(s) e Y(s) ou, equivalentemente, de @, )
e de y[y,,00)- Voltando as equagoes, e fundindo-as em uma tnica vem:

Y (s) = CO(sI — A" {BU(s) + o} + DU(s)
Supondo relaxamento inicial temos o = 0 o que fornece
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Y(s) = {C(sI — A)'B+ D} U(s)

Lembrando que a idéia basica de matriz de transferéncia diz que as entra-
das e saidas de um SLIT relaxado se relacionam por meio de Y (s) = T'(s)U(s)
percebemos ter acabado de estabelecer uma maneira de exprimir a ma-
triz de transferencia de um SLIT a partir dos parametros de sua equagao
dinamica. Na figura abaixo mostramos duas maneiras basicas de represen-
tar um SLIT: por meio de sua matriz de transferéncia, ou como costuma se
dizer, no “dominio das frequéncias” e por meio de sua equacao dinamica, ou
no “dominio do tempo”:

y(t) = Cz(t) + Du(t)

O elo de ligagao entre as duas representacoes é
T(s)=C(s[ —A)'B+D

Esta expressao fornece de uma maneira simples e direta a matriz de trans-
feréncia de um SLIT descrito pelas equacoes dinamicas. O problema inverso,
o de encontrar as equagdes dinamicas (matrizes A, B, C' e D) para um SLIT
descrito por sua matriz de transferéncia 7'(s) é mais complexo e é estudado
pela teoria das Realiz¢oes. Chegaremos a ela, no devido tempo.

3.4 Como Fica o Caso Nao-Linear
Nas equagoes dinamicas
xz@) = fz(xl(t)a x2(t)7 s xn@)aul(t)a s um(t>7t) Vi = 17 27 e n

yi(t) = gj(x1(t), 22(t), ... zp(t),wr(t), ... un(t),t) Vi=1,2,...r

onde as fungoes f;(-) e g;(-) ndo sao lineares, nao se pode utilizar os métodos
de transformadas de Laplace, e, consequentemente, de fungoes e matrizes de
transferéncia. Nestes casos deveremos nos ater a representacao de estados.

Por vezes, quando o sistema apresenta sub-sistemas lineares, pode-se
lancar mao de fungoes de transferéncia para estas partes.

29



Veremos mais adiante como, no caso linear, a partir das caracteristicas
do sistema podemos obter a solucao das equacoes em funcao de tempo, ou
seja, a resposta do sistema para condigoes iniciais e entradas conhecidas.

3.5 Descricoes Externas e Internas

E este um bom momento para efetuar uma breve andlise comparativa dos
varios tipos de descri¢coes ou modelos ja vistos. Com a finalidade de desenvol-
ver alguns parametros de comparagao, lembremo-nos dos sistemas relaxados

y=Hu

Usamos operadores para descrever sistemas relaxados porque temos cer-
teza de que a saida depende apenas da entrada. Os operadores sao exemplos
tipicos de uma maneira de descrever sistemas chamada de descricao ex-
terna ou descrigao entrada-saida. Os nomes sao auto-explicativos, pois
os modelos que se enquadram nesta categoria preocupam-se apenas com as
entradas e saidas, nao se interessando com o que ocorre dentro, no miolo do
sistema. Modelos externos tradicionalmente conhecidos para os SLITs sao:

1. G(t — 7), a matriz de resposta ao impulso, e

2. GI(s), a matriz de transferéncia.

A finalidade precipua das descrigoes externas é fornecer meios de se calcu-
lar a saida ocasionada por uma dada entrada. Assim, conhecendo o modelo
entrada-saida de um sistema nds o conheceremos pelo lado de fora, jamais
sabendo exatamente por quais transformacoes passa um sinal de entrada até
se apresentar como saida. Por exemplo, para ambos os casos abaixo

SN B 1 S0 FERC O Yy u \/U( )12 RN

temos y(t) = u(t)°, ou seja, sistemas estruturalmente diferentes podem ter a
mesmo descricao externa.

Um estudo mais completo de sistemas, incapaz de criar ambiguidades e
com o poder de descreveé-los exterior e interiormente seré feito pelos chamados
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modelos matematicos interiores ou internos. Boa parte de nossas atengoes
futuras se dirigird a mostrar de maneira detalhada que o conhecimento pro-
porcionado pelas descrigoes internas é realmente mais profundo. Os modelos
internos permitem, além da determinacao da saida, o acompanhamento da
evolucao do estado.

Podemos agrupar as descrigoes ja vistas de sistemas:

Integral de Superposicao
Descricoes Externas
Matriz de Transferéncia

Equacoes Dinamicas
Descricoes Internas
Equagoes Diferenciais

Note-se que uma das descricoes internas — a integral de superposicao
— aplica-se apenas a sistemas lineares, ao passo que a outra, a matriz de
transferéncia, é ainda mais restrita: é valida apenas para o caso linear e
invariante no tempo.

Quadro Comparativo
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Modelo Externo:
e Aplica-se apenas para sistemas
relaxados.

e Nao permite conhecer o funcio-
namento interno do sistema.

e Obtencao, para sistemas com-
plexos, por medidas diretas: res-
posta ao degrau, ou a pulsos es-
treitos, ou a sinais periodicos.

e Aplicagao simples para SLITs
monovariaveis; mais dificuldades
para outros tipos de sistemas.

e Técnicas comodas, eficientes e
ja muito testadas de projeto, por
métodos graficos e tentativa e er-
ros: controle Classico.

Equagoes Dinamicas:

e Aplica-se para qualquer estado
inicial.

e D4 informagoes sobre o miolo
do sistema.

e Obtencao problemética para os
sistemas complexos, geralmente
por uso de vias indiretas, ou a
partir de modelos externos.

e Permite resolver o caso multi-
varidvel e até mesmo o variante
no tempo.

e As chamadas técnicas Moder-
nas de controle permitem a ob-
tencao de respostas exatas por
métodos analiticos.

e Toda a teoria de controle Otimo
se baseia na formulacao de espaco
de estados.

e Facil simulacao em computado-
res analégicos ou digitais.

Analises deste quadro nao levam a conclusoes definitivas sobre a superi-
oridade deste ou daquele tipo de descricao. Elas, pelo contrério, ressaltam
o fato de nao haver predominancias. De fato, dependendo da situacgao e do
tipo de sistema em consideracao, qualquer um dos modelos pode se revelar o
mais adequado. Como nossa escolha pode recair em um modelo matematico
qualquer dos apresentados, é importante que nao nos especializemos em ape-
nas um ou alguns deles. Devemos, na medida do possivel, conhecé-los todos
e ter pratica e familiaridade no manuseio de cada um deles.

E extremamente 1til que saibamos passar de um tipo de descricao a outro,
isto é, conhecido um dos modelos matematicos de um dado sistema devemos
também conhecer os outros. Sabemos, por exemplo, que para os SLITs

G(s) = L{G(t)} G(t) = L7HG(s)}

ou seja, as passagens da matriz de resposta ao impulso G(t) a matriz de
transferéncia G(s) e a inversa sao realizadas de maneira direta. A passagem
das equagoes dinamicas para as matrizes de transferéncia sao conseguidas,
conforme ja vimos, por intermédio da férmula

e também
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G(s)=C(s[ —A)'B+D

A passagem inversa, de G(s) para equagoes dinamicas, ¢ muito importante
e pouco trivial: sera vista futuramente.

E por aqui vamos encerrando este ja longo (e nao tedioso, esperamos!)
estudo sobre modelos matematicos. Nao que o assunto se tenha esgotado,
pelo contrario até, mas ha que prosseguir, e isto sera feito. As novidades,
pois!

33



3.6 Breves notas sobre sistemas discretos

3.6.1 Sequéncias

Para os nossos velhos conhecidos, os sistemas continuos, os sinais de entrada
e saida u e y sao fungoes da variavel real e continua ¢, o tempo. Ja vimos
que ha outra categoria de sistemas, os discretos. Existem sistemas natural-
mente discretos e sistemas continuos que podem ser discretizados para maior
facilidade de tratamento.

Os sinais de entrada e saida de sistemas discretos serao seqiiéncias de
nimeros reais, denotadas por {u} para as entradas e {y} para as saidas.
Quando nao houver possibilidade de confusoes com sinais continuos podere-
mos usar simplesmente u e y para designar as seqiiéncias.

Defini¢ao 3.6.1 Uma seqiiéncia ou sucessao {f} € uma aplica¢ao do con-
jJunto dos inteiros no conjunto dos reais:

) Z-m

onde k€ Z e f(k) € R.
De um modo geral escreveremos, com um pouquinho de abuso de notacao:
{fY=rk)=1{ f(=1); f(0); f(1); f(2);f(3) -~}

Ao invés de seqiiéncias de numeros reais podemos estender o conceito
para seqiiéncias de vetores:

{f}:Z—-R"
keZw— f(k)e R"

Exemplo 3.6.1 Seja a seqiiéncia {f} : Z — IR definida por k — f(k) =
k/2 Vk; teremos {f}={--- —1/2; 0 ; 1/2; 1---} ou, graficamente:

—4 -3 -2 -1 !
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Para a seqiiéncia {f} : Z — IR com k — f(k) = —2+k*/2 Vk; teremos
{fy={--3/2; =2 ; =3/2; —1---} ou, graficamente:

Seja agora a seqiiéncia vetorial {f} : Z — IR* com

ek

k— f(k) = l k ] vk
Esta seqiiencia poderia ser visualizada como uma sucessao de pontos no
plano IR?.

Algumas seqiiéncias serao particularmente importantes para nés:

1. Degrau unitario discreto designada por 1(k) e definida como 1 para
k>0e0 parak <0:

1(k) =0 Vk <0

I =1 20

2. Impulso unitario discreto, ou funcao delta de Kronecker, desig-
nada por §(k) e definida como 1 para k = 0 e 0 para k # 0:

0(k) =0 para k#0
o(k)=1 para k=0
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3. Impulso unitario deslocado, designado por §(k — j) e definida como
1 para k = j e 0 para k # j:

S(k—4
1 ( ) 0(k—7)=0 para k#j

0(k—j7)=1 para k=

4. Sequiéncia geral deslocada: sendo f : Z — IR uma seqiiéncia defi-
nida por k — f(k) a seqiiéncia deslocada j instantes é definida como

Qif 1 Z— IR com Q;f(k)=f(k—j)

3.6.2 Sistemas Discretos: conceitos basicos

Como todo bom sistema que se preza, um sistema discreto “transforma” um
entrada em um saida. A novidade é que agora os nossos sinais sao seqiiéncias:

u(k) y(k)

— > Sistema Discreto

Os conceitos de relaxacao, causalidade, linearidade, invariancia no tempo,
etc, sao definidos exatamente como no caso continuo. As idéias sao basica-
mente as mesmas, mudando apenas a variavel tempo: antes era continua,
agora ¢ discreta. O estudo das duas categorias de sistemas segue um parale-
lismo quase perfeito.

Resposta ao impulso

Quando a entrada de um sistema discreto é a seqiiéncia {u} = §(k —m), um
delta de Kronecker aplicado no instante m, chamamos a saida correspondente
de resposta ao impulso do sistema, e a denotamos por g(k,m):
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Quando {u}=4d(k—m) entdo {y}=g(k,m)

A resposta ao impulso pode auxiliar no calculo da resposta de alguns
tipos de sistemas a uma entrada qualquer. Com efeito, para sistema discretos
lineares e relaxados podemos escrever a somatéria de superposicao:

yk)= S glk,m)u(m)

m=—00

Assim como no caso continuo, a resposta ao impulso caracteriza comple-
tamente um sistema discreto linear e relaxado. Conhecendo-a conheceremos
a saida para qualquer entrada.

Se 0 nosso sistema for causal e relaxado em k = k¢ (além de linear, l6gicol)
a expressao se particulariza:

k

y(k) = >_ g(k,m)u(m)

m=ko

Como seria de se esperar, a invariancia no tempo é caracterizada por

e neste caso, sendo o instante inicial ky completamente irrelevante, teremos
a somatoria de convolugao:

k

y(k) = >_ g(k —m)u(m)

m=0
Exemplo 3.6.2 Em um sistema linear invariante no tempo e relaxado a
satda quando {u} = 0(k) é dada por

0 para k<0

g(k) =
28 para k>1

Calcular a seqiiéncia de saida quando a entrada é dada por

0 para k<O
u(k) =
k para k>0

Analisando a resposta ao impulso g(k) verificamos que o sistema é causal,
e entao
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donde

E assim por diante. Notemos que a somatoria de convolugao permite
o cdlculo da seqiiéncia de saida ponto por ponto. Seria muito bom se ho-
vesse uma expressao genérica que fornecesse o wvalor de y para um instante
k qualquer. Para este exemplo consegquiriamos exprimir y como

yk)=2(2"—k—1)  Vk>1

apos um trabalho cheio de artificios sobre a somatoria de convolugao.

E quase sempre dificil encontrarmos uma expressao analitica para a saida
e esta é uma grande desvantagem do uso das somatoria de superposi¢cao no
estudo de sistemas discretos: obteremos a saida na marra, ponto a ponto.

Que nao nos abale uma pequenina dificuldade. Que nao se percam as
esperancas, pois ha solucao para tudo. O que nos facilitara as coisas de
agora em diante ¢ a:

Transformada em z de uma seqiiéncia

Lembramos mais uma vez que o paralelismo com o caso continuo é quase
total: a transformada de Laplace e todo o seu extraordinario poder simplifi-
cativo encontram correspondéncia no campo discreto.

Senao vejamos: vamos considerar de agora em diante seqiiéncias definidas
apenas para valores positivos de k:

f(k) para k=0,1,23,......
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A transformada em z de uma seqiiéncia f(k), denotada por Z{f(k)}, é
uma funcao complexa da variavel complexa z definida por

Z{f(k) Zf FO)+ f(L)z + f(2)272 4 -+

Para quem gosta de matematiqueés, sendo
={{f}: 2" >R} e C={F:C-C}
a transformada em z seria denotada pelo mapeamento
Z.:F—-C

com lei de associacao dada por
Flk) = F(z) = 3 k)=
k=0

A titulo de exemplos, vamos calcular algumas transformadas importantes
que deverao ser memorizadas:

Exemplo 3.6.3 Para o degrau unitdrio discreto, 1(k), temos, aplicando a
defini¢ao:

1 1\2 /13
PR =100 = F(2) = 17 422420 = 1o () (5] oo
Lembremo-nos (2° cientifico, mais ou menos) de algo chamado “soma
dos termos de uma PG ilimitada”. Algum tempo depois, jd universitdrios,
era a tal “série geométrica”. De uma maneira ou de outra agora veremos
realmente para que serve iSso:

l+rz+22+2°2 4+ =

1—=x

desde que algumas sutilezas — |z| < 1 — sejam satisfeitas. Para todos os
efeitos a nossa transformada em z sempre convergird, e entao:

1 z
F = =
(2) 1—2z1 z2—-1

Supimpa!
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k

Exemplo 3.6.4 Para a exponencial discreta, a”, temos, aplicando a de-

finicao:
2 3

a a 1 z

_ Gk _ a
f(k)=a :F(z)-l—k;—l—;—l—;—i—---

:1—(a/z) z-a

Exemplo 3.6.5 Para o impulso unitdrio discreto, 0(k), temos, trivialmente:
F(k) = 6(k) = F(=) =1

Para o impulso deslocado teriamos f(k) =0(k —m) = F(z) =2z""

H& tabelas listando varias seqiiéncias e suas transformadas. Para nés,
o uso da definicao e de algumas propriedades permitird o calculo para as
seqiiéncias mais importantes.
Propriedades da transformada z

1. Linearidade:

Z{arf1(k) + az fo(k)} = ar Z{f1(k)}+a:Z { f2(k)} = a1 F1(2)+az F3(2)

onde a; 2 sdo coeficientes reais quaisquer e fi 2(k) sdo seqiiéncias quais-
quer.

2. Multiplicagao por exponencial:
z{d"f(k)} = F(z/a)
onde a é um real qualquer.

3. Seqiiéncias deslocadas:

Z{f(k—m)} = =" F(2) + 30 5 ()

S+ m)} = F(z) - 3 2 ()
Como exemplo, sejam as seqiiéncias deslocaiijs de 1ma e duas unidades:
Z{f(k— 1)} = F(:) + F(-1)
Z{f0- 2} = 22F(E) 4 2 (1) 5 f(-2)

Z{f(k+ 1)} = 2F(2) — 2f(0)
Z{f(k+2)} =2"F(z) - 2°f(0) — 2f(1)
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4. Véarias outras ...

O problema da antitransformada — dada F(z) encontrar f(k) — serd
sempre resolvido com uma consulta & tabela. Quando a F(z) em estudo é
muito complicada devemos “prepara-la”’, usualmente com uma expansao em
fracoes parciais, antes de recorrer a tabela.

Exemplo 3.6.6 Dada F(z) é sempre conveniente expandir F(z)/z em fra-
coes parciais para achar a antitransformada:

222
F =
G = oG- =3
F 2
(2) _ z __x B 7
z z—=1)(z=-2)(2—-3) =z2z—-1 z-2 =z-3
Resolvendo encontrariamos a =1, (= -2, v =3, donde
Flz)=—— -2~ 13~

e, obviamente
Flk) = =1(k) —2(2") + 3 (3%)
ou
fk)y=1—=2F14 31 L =0,1,2...

A primeira das aplicagoes da transformada em z sao as ...

3.6.3 Equacoes a diferencas

No caso continuo, duas fungoes sao relacionadas por meio de uma equacao
diferencial. Agora uma equacao a diferencas fara a mesma coisa com duas
seqiiencias.

Uma equagao a diferengas linear e invariante no tempo apresenta a se-
guinte estrutura geral:

y(k+n)+an_1y(k+n—1)+- - +ary(k+1)+aoy(k) = bpu(k+m)+- - - +bou(k)

Dada a seqiiéncia de entrada u(k) conseguiremos a solucao y(k) conhe-
cendo as condigoes iniciais y(0),y(1),... y(n —1).

Ha varias maneiras para resolvermos esse tipo de equacgao. Nestas bre-
vissimas notas usaremos apenas as transformadas em z as quais, diga-se de
passagem, sao o método mais simples e eficaz.
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Exemplo 3.6.7 Um sistema discreto linear, invariante no tempo e relaxado,
¢ representado pela equacao a diferencas a sequir:

y(k+2) —3y(k+1)+2y(k) = 2u(k + 1) — 2u(k)

Encontrar a saida y(k) quando a seqiiéncia de entrada € k1(k), ou seja,
u(k) =k para k >0 e u(k) =0 para k < 0.
Transformando a equagao dada temos

2Y (2) = 2%y(0) —2y(1) =32 (Y (2) — y(0))+2Y (2) = 22 (U(2) — u(0))—2U(%)

Como o sistema € relaxado as condi¢oes iniciais sao nulas, e entdo, agru-
pando:

(22 - 3z+2) Y(2)=2(z-1)U(z)
Fatorando vem

2
(z—1)(2—2)Y(2)=2(2—1)U(2) donde Y(z)= 2U(z)
Z J—
Em uma tabela (ou entao aplicando a defini¢do e fazendo as contas) ve-
rificariamos que a transformada em z da seqiiéncia u(k) = k1(k) é dada por

U(z) = z/(z — 1)%. Assim a expressio para a solugdo fica

2z
(z—2)(z - 1)

Y(z) =

Ezpandindo Y (z)/z em frac¢oes parciais (sempre usaremos este macete:
expandir F'(2)/z ao invés de simplesmente F(z)) obteremos
Y(z) 2 a g g

z :(2—2)(2—1)2:z—2+z—1+(z—1)2

Um algebrismozinho elementar forneceria a = 2,3 = v = —2, donde

YiZ):2<zi2+zi1+(z—11)2>

ou entao

Y(z):2<zi2+zil+(z—zl)2>

Deste ponto a obtencao das seqiiéncias € facil, ou por meio de uma tabela
ou por meio das propriedades, levando a

y(k):2(2k—k—1> para k=0,1,2,...

42



3.6.4 Matriz de transferéncia discreta

u(k) y(k)

— Sistema Discreto ——

H&4 pouquissimas paginas atrds vimos que um sistema discreto linear,
relaxado, invariante no tempo e causal pode ser representado pela somatoria
de convolugao:

y(k) = ;}g(/f = J)u(j)

Usando a teoria das transformadas em 2 nesta expressao demonstrariamos
facilmente que

Y(2) =G(2)U(2) onde G(z) = Z{g(k)}

¢ chamada de matriz de transferéncia discreta ou amostrada.

A matriz de transferéncia discreta representa completamente um sistema
discreto, linear, invariante no tempo, relaxado e causal. Conhecendo-a co-
nheceremos a saida para qualquer entrada:

U(z) Y(2)

G(z)

J& temos uma arma mais poderosa para atacar um problema anterior, o
exemplo 3.6.2, formulado novamente agora:

Exemplo 3.6.8 Um sistema discreto linear, relaxado e invariante no tempo
tem g(k) = 0 para k < 0 e g(k) = 2% para k > 1 como resposta ao impulso;
calcular sua saida quando u(k) = k1(k).

Devemos encontrar sua matriz de transferéncia (no caso, func¢do, pois hd
apenas uma entrada e uma saida) amostrada:

G(z) = Z{g(k)}

Aplicando a defini¢do:

G(z) = Z {g(h)} = ffogmz-j
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04271 +22272 42573 4.
- (1 +(2/2) + (2/2)* + (2/2)° _|_) _1

- —1
z—2
B 2
o oz=2
Como u(k) = k1(k) temos U(z) = z/(z — 1)? levando a
2z
Y=ty

cuja transformada ja vimos.

3.6.5 Equacoes Dinamicas Discretas

O conceito de estado, com todas as suas vantagens, também pode (e deve!)
ser definido para os sistemas discretos. A teoria é perfeitamente andloga e
leva as seguintes equacoes para um sistema discreto linear e causal:

z(k+1) = A(k)z(k) + B(k)u(k)
ED y((k:)) = C(k)x(k) + D(k)u(k)
x(ko = 7

Se 0 nosso sistema for ainda invariante no tempo:

z(k+1) = Ax(k)+ Bu(k)
EDF y(k) = Cuz(k)+ Du(k)
z(ky) = 2°

Temos agora equacoes a diferencas e nao diferenciais. A “dinamicidade” esté
agora implicita apenas em z(k + 1), quando antes estava na derivada &, que
media as tendéncias do sistema. No caso discreto z(k + 1) representa esse
papel, mostrando como calcular o préximo estado.

A solucao para as equacoes dinamicas é obtida mais facilmente do que no
caso continuo. Vejamos:

(1) = Axz(0) + Bu(0)
z(2) = Az(1)+ Bu(l) = A2%x(0)+ ABu(0) + Bu(1)
a(

3) = Az(2)+ Bu(2) = A3%z(0)+ A*Bu(1) + ABu(1) + Bu(2)

Para o instante genérico k£ teremos
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k-1
z(k) = AF2(0) + > A" Bu(j)
j=0
e para a saida

y(k) = CAR2(0) + (kZ:l C’Ak_l_jBu(j)) + Du(k)

Empregando estas formulas para obtermos a solugao poderemos encontrar
séries dificeis de exprimir em “forma fechada”. O remédio é, novamente, o
emprego das transformadas em z. Usando-as nas equagoes dinamicas:

2X(z) — zz(0) = AX(2) + BU(2)

2X(z) — AX(2) = BU(z) + zz(0)
X(2) = (2 — A)7'[BU(2) + 22(0)]

Entrando agora com a equagao de saida e considerando relaxacao inicial,
isto é, z(0) = 0, vem

Y(2) = (C(sI = A)' B+ D) U(2) = G(2)U(2)

expressao esta que nos ensina a calcular a matriz de transferancia discreta
de um sistema discreto descrito por suas equagoes dinamicas.

Vimos assim que os sistema continuos e discretos sao estruturalmente
muito semelhantes. Ambos podem ser representados por uma quadrupla
de matrizes < A, B,C,D > de dimensoes compativeis. A partir delas a
passagem para uma descricao externa é feita da mesma maneira:

§ =s —— caso continuo
G =CEI-A)"'B+D
§ =2z — caso discreto

O estado incial, no caso discreto, vem multiplacado por z, sendo esta uma
diferenca com relacao ao caso continuo, mas o estudo dos dois campos segue
sempre paralelo: tudo que acontece em um encontrard eco equivalente no
outro.

Como a descrigao interna é a mais poderosa percebemos, com um pou-
quinho de abstracao, que os conceitos de “continuo” e “discreto” perdem
um pouco o significado. Basta conhecermos as matrizes A, B,C' e D e po-
deremos estudar todas as possiveis propriedades que as interligam sem nos
preocuparmos com a natureza dos sistemas sob consideracao.
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Embora este enfoque “matematizante” seja perfeitamente valido procu-
raremos nao nos afastar muito do aspecto fisico dos sistemas. Neste curso
o maior interesse é nos sistemas continuos, mas sempre que for conveniente
lancaremos mao dos sistemas discretos. As vezes eles facilitam as coisas.

Paramos por aqui. Ja nao era sem tempo, dirao alguns. Mas ... apenas
isso? retrucarao outros.

Para o momento ¢ isso, gente.
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Capitulo 4

Resolucao de Equacoes
Dinamicas

O problema em consideracao é de importancia capital: conhecendo a entrada
de um sistema queremos também conhecer o estado e a saida. Em outras
palavras, mais matematicas, devemos, a partir do conhecimento da funcao
u(+) determinar as fungoes z(-) e y(-). Devemos para isso resolver as equagoes
dinamicas que constituem o modelo matematico do sistema. Para o caso
linear geral:

(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t); z(to) = 2"

y(t) = C)x(t) + D(t)u(t)

onde, como ja sabemos, z(t) € R", u(t) € R™, y(t) € R", e as matrizes
A(+), B(+), C(-) e D(+) possuem ordens compativeis.

Para os casos que realmente interessam, os de equagdes que representam
sistemas concretos, as matrizes A(-), B(+), C(-) e D(-) dependem de maneira
continua ou continua por partes do tempo. Nestas condi¢oes a Matematica
nos garantiria a unicidade da solugao, ou seja, dados z(ty) e u(-), existe uma
tnica fungao x(-) que satisfaz a equagao diferencial dada.

Ja neste ponto devemos notar que a solucao da equacao de saida é tri-
vial, desde que a equagao de estado tenha sido resolvida. Por este motivo
concentraremos a atenc¢ao apenas nos métodos de obtengao do estado x(+).
Para realgar o fato de que em um instante genérico t a solugao x(t) depende
da entrada u(-), da condigao inicial x(t) e, obviamente, de ¢ usaremos a
seguinte notacao:

a(t) = o(t; to; 2% u)

Para calcular efetivamente a solucao x lancaremos mao de uma propri-

edade dos sistemas lineares, a Propriedade da Decomposi¢ao. Antes dela,
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algumas defini¢oes

Definicao 4.0.2 A resposta ao estado zero de um sistema, abreviada
por REZ, é a resposta apresentada por ele quando a condicao inicial € nula:

Usando a simbologia introduzida acima teriamos: REZ = o(t;to;0;u).
Esta REZ nada mais é do que uma medida de como o sistema reage as
entradas que lhe sao aplicadas.

Definicao 4.0.3 A resposta a entrada nula de um sistema, abreviada por
REN, € a resposta apresentada por ele quando a entrada € nula: u(t) = 0Vt

A REN mede a reagao do sistema as condigoes iniciais que lhe sao apli-
cadas e pode ser anotada como REN = o(t;tg;x;0). Ja se pode enunciar
0

Teorema 4.0.1 — Propriedade da Decomposicao — A resposta de um
sistema linear sempre pode ser decomposta em uma soma de duas parcelas:
a resposta ao estado zero e a resposta a entrada nula. Chamando de R a
resposta do sistema linear temos

R = REZ+ REN

No arrazoado acima a palavra resposta pode designar tanto o estado com
a saida. No caso de se considerar o estado podemos aplicar a notacao ja
apresentada e escrever a propriedade da decomposicao como

o (t; to; zo; u) = o(t; to; 0;u) + o(t; ty; xo; 0)

Embora correndo o risco da redundancia, devemos repetir que a proprie-
dade da decomposicao se aplica apenas para sistemas lineares. Como, feliz-
mente, nosso caso é este a busca em que nos empenhamos pode ser efetuada
em duas etapas, a primeira das quais sera

4.1 Resposta a Entrada Nula de Sistemas Li-
neares

A relacao matematica que traduz esta situacao recebe o nome de equacao
homogénea. Ei-la:
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{ (1) = At)z(t)

$(t0) = 2y

Querer solucionar a equagao homogeénea significa desejar encontrar a
REN: z(t) = o(t;to; x0; 0). Mais uma vez lembramos que, para todo ¢, A(t)
é uma matriz n X n e x(t) um vetor do IR".

Passemos a estudar as propriedades das solugoes da equacao acima. Para
isso, seja ¢(-) a solugao da equagio homogénea quando 2° = e, um vetor
genérico do IR". Em simbolos temos ¥ (t) = o(t,tp,e,0). Obviamente a
funcao v (-) tem a seguinte propriedade:

G(t) = AWY(t); Y(te) = e
Estas consideragoes seriam sufucientes para estabelecer o seguinte

Teorema 4.1.1 O conjunto de todas as solugoes ¢ de uma equacdo ho-
mogénea como acima forma um espaco vetorial n-dimensional com o corpo
dos reais.

Este importante resultado nao sera provado neste texto, embora a de-
monstracao seja simples e direta. Dentre suas intimeras conseqiiéncias pode-
mos citar, apenas como exemplos:

1. Se ¢! e ? sao solucoes da equacao homogénea entdao a1t + api)?
também serd solucao, quaisquer que sejam os reais oy € Q.

2. Sempre existe um conjunto de n solucdes !, ¥?,... " de tal modo
que uma solucao qualquer ) pode ser expressa como 1) = a0 +ag)? +
- apY™ onde os q; sao reais.

E poderiamos nos alongar nesta lista. O importante, que deve ser mantido
em mente, é que as solugoes de uma equagao homgénea gozam de todas as
propriedades comuns aos elementos de um espaco vetorial n-dimensional.
Diga-se de passagem que este conjunto das 1) é um bom exemplo de espago
vetorial n-dimensional que nao seja o IR" ou o C".

Os conceitos seguintes sao conseqiiéncias do teorema anterior.

Definicao 4.1.1 A matriz fundamental associada a uma equacao ho-
mogénea como acima € uma matriz F' n X n cujas colunas sao solugoes
linearmente independentes da referida equagao.
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Ou seja, quando agrupamos lado a lado os elementos de uma base do
espaco vetorial das solucoes teremos uma matriz fundamental.

Exemplo 4.1.1 Seja a sequinte equagdao homogénea

#(t) = l(t) 8]x(t)

Seria simples verificar que os vetores

oo[2] < o[

sao solugoes, ou seja, A(t)Y'(t) = Yi(t) para i = 1,2. Assim, como estes
vetores sao linearmente independentes, temos

o[22

Devemos notar que, dada uma equagao homogénea, a matriz fundamen-
tal nao é unica, e que nem sempre sabemos determina-la de uma maneira
simples como acima. Em um ntmero assustadoramente grande de casos nao
conseguiremos sequer encontrd-la. Um dos grandes problemas ainda exis-
tentes no campo dos sistemas lineares é exatamente ligado ao fato de nao
haver meios para a determinagao da matriz fundamental. Em alguns casos a
tarefa é facil, como no exemplo acima, onde podemos “chutar” com rapidez
e eficiéncia.

No caso particular dos sistema lineares invariantes no tempo algumas su-
tilezas desaparecem e a busca das matrizes fundamentais ¢ também simpli-
ficada. No caso geral, entretanto, devemos estar preparados para a auséncia
total de métodos e o uso de procedimentos baseados unicamente no “chute”.
Quase sempre € tarefa ingloria, mas nem por isso as matrizes fundamentais
sao menos importantes. Apesar de serem de obtencao dificil as matrizes fun-
damentais tem um papel destacado no problema ora em estudo. Dai o nome

Teorema 4.1.2 A matriz fundamental F(t) € nao singular Yt € IR

Também este resultado vai sem prova. Ele é necessario para se poder
formular o préximo conceito

Definigao 4.1.2 Sendo F(t) uma matriz fundamental qualquer associada a
equacao homogénea chamaremos de matriz de transicao de estados a
matriz n X n obtida a partir de ®(t,7) = F(t)F~(1)
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Temos em maos uma matriz cujos elementos dependem de dois parame-
tros reais t e 7. Usando a definicao conseguiriamos provar cada uma das
seguintes propriedades

1. &(t,t) =®(r,7)=1 Vt,7T€ R

2. ®(t,7) =0 (r,t) Vi,TER

3. O(s,7) = P(s,t)P(t,7) Vt,7,s€ R
4. Zo(t,7) = AQ)®(t,7)

Uma maneira facil de visualizarmos estas propriedades (as trés primeiras
delas) é considerarmos ®(¢,7) como uma “conducao”, um veiculo que nos
leva do ponto 7 ao ponto t:

Como a identidade nada modifica, trazendo-nos de volta ao ponto de
partida, é 6bvio que

/j O(r,7)=1 O(t,t) =1 <\t7

Para as outras propriedades considere as seguintes afirmacoes: “a volta é
o inverso da ida” e “h& caminhos alternativos, passando por outras escalas,
que levam ao mesmo lugar.”

®(s,7) P

' \q)(t ™) )' ¢

A quarta propriedade nao tem uma explicagao visual comparavel a estas.

Como a matriz de transicao de estados é obtida a partir da matriz fun-
damental, ela também apresenta as mesmas dificuladades de obtencao: os
processos para determind-la sao baseados, em sua maioria, em chutes. Uma
grande particularidade, porém, deve ser ressaltada: apesar de a matiz fun-
damental nao ser tnica a matriz de transicao de estados é. Isto nao sera
provado aqui.
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A préxima propriedade é tao importante que, ao invés de receber o
nimero 5 sera enunciada como

Teorema 4.1.3 A solugao da equag¢do homogénea

{ @(t) = A(t)z(t)

¢ unica e pode ser encontrada a partir de x(t) = O(t,to)z(tg) onde O(-,-), é
a matriz de transicao de estados de A(t).

A demonstracao deste resultado, apesar de simples, serda omitida.

Este teorema também fornece um novo significado para a matriz de
transicao de estados: ela mapeia estados iniciais em estados finais. FEste
comportamento ainda poderia ser generalizado para instantes quaisquer: co-
nhecendo o estado em um instante ¢; qualquer o estado em t; serd dado
por

x(tf) = @(tf,tl)x(ti) Vti,tf € R

O nome transicao de estados provém exatamente desta propriedade, e o
modelo pictérico usado acima para visualizar as propriedades de ®(¢, 7) pode
ser aperfeicoado:

O(ty,t;) )
T tf

Independentemente de suas belas caracteristicas tedricas, a matriz de
transicao de estados ®(-,-) serd usada por nds apenas para encontrar a REN
de um sistema linear: x(t) = ®(t, to)xo.

Exemplo 4.1.2 Resolver a equa¢ao homogénea

z<t>:[2 S]x@); x<t0>=[§]

Jd conhecemos uma matriz fundamental para este caso:

_ |0 2 - ;o1 L[ =72
F(t)—ll tQ] cuja inversa é F (t)—§[ . 0]
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donde, usando a definicao de matriz de transi¢cao de estados:

1 2 0
CD(’an):ﬁlvz_wz 2]

Considerando to = 0 e usando a expressao da REN temos

ot =0w0a0=3| & 5] | 5] =g’ ]

Se a =0 e (8 = cte teremos

Se 3 =0 e a = cte teremos

=[]

Estes tipos de solugao estao esquematizados na figura abairo, que repre-
senta, para este exemplo, o espaco de estados e as trajetorias. Notemos que
estados iniciais com o = 0 dao origem a trajetorias pontuais: o estado per-
manece indefinidamente no mesmo ponto. FEstados iniciais localizados em
outras regioes do plano originarao trajetorias retilineas e paralelas:

T2

X1

4.2 Resposta ao Estado Zero de Sistemas Li-
neares

Esta situacao é traduzida por uma relacao matematica chamada equacao
completa:
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z(tg) =2 =0

Solucionar esta equacao completa com z(ty) = 0 equivale a encontrar a
REZ x(t) = o(t;tp;0;u). Também aqui a matriz de transicao de estados é
crucial, pois

Teorema 4.2.1 A solugdo da equagio completa com x(ty) = 0 é dada por

t
v(t) = o(tito; 03u) = [ O(t,7)B(r)ulr)dr
0

A finalidade destas notas nao é a mesma dos livros-textos, onde se pode
encontrar demonstragoes boas e detalhadas de todas as afirmacoes e de todas
as passagens. Queremos aqui transmitir a esséncia da informagao, omitindo
sempre que possivel as tecnicalidades. Vez por outra prova-se alguma coisa, o
que nao € o caso neste ponto, onde apenas fornecemos uma férmula, alegamos
sua exatidao e passamos para a frente.

Exemplo 4.2.1 Resolver a equacao completa

i(t) = [(t) 8]x(t)+ [ ; ] u(t):  a(t) = 0

Para encontrar x(t) precisamos da matriz de transi¢ao de estados. O-
lhando para trds wm pouco:
2 0
t2—12 2

O(t,7) =

DN | —

Usando o teorema anterior vem

(1) :/t@(t,T)B(T)u(T)dT:/t l ; ] dr

to to

Supondo ty = 0 e u(t) = 1(t), um degrau unitdrio,a integral acima forne-
ceria

a solugao procurada.



4.3 Resposta Geral de Sistemas Lineares
Reuninda as ultimas informagoes ja somos capazes de solucionar a equagao
z(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)
z(ty) = 2°

Para isso devemos empregar a propriedade de decomposicao R = REZ + REN
ou, em sua outra notagao, x(t) = o(t; to; xo;u) = o(t;te; 0;u) + o(t; to; xo; 0).
Com o auxilio dos resultados anteriores:

t
x(t) = O(t,to)x(to) + | (¢, 7)B(r)u(r)dr
to
Poder-se-ia mostrar, usando propriedades nao vistas das matrizes de tran-
sicao de estados, que (¢, 7) = D(t, ty)P(tg, 7), com o que podemos modificar
um pouco a férmula acima:
t
o(t) = Bt 1) |o(to) + [ Blto, 7)B(r)u(r)dr
to
Para obter uma expressao para a saida devemos solucionar o conjunto
das equagoes dinamicas de estado e saida:

z(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t); z(to) = 2"

y(t) = C(1)x(t) + D(t)u(t)

Como a equacao de saida nao envolve derivacoes, o conhecimento adqui-
rido até agora permite escrever
t
y(t) = C(t) |D(t, to)x(to) + A O(t, 7)B(T)u(r)dr| + D(t)u(t)
0
Podemos considerar concluida a tarefa de buscar solugoes para equagoes
dinamicas lineares. E necessario, entretanto, mencionar um inconveniente
dos métodos usados: a necessidade de se utilizar a matriz de transi¢ao de
estados ®(v,w). Para o caso geral, sendo dada uma matriz A(t) qualquer,
nao se conhecem métodos tedricos que permitam o célculo de @, e isto é
um problema sério. Podemos pensar que talvez haja outros métodos onde a
matriz ® nao seja necessaria, mas isto ¢é falso, pelo menos por tudo que se
sabe até o presente, e assim devemos nos conformar com todas as dificuldades
(o melhor seria dizer impossibilidades) envolvidas na obtencao da matriz de
transicao de estados. Estas dificuldades serao consideravelmente minoradas
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no caso invariante no tempo, onde sera possivel associar a cada matriz A sua
matriz de transicao de estados, sempre.

Mas antes dele vejamos o que acontece com a saida ao considerarmos
relaxacao inicial, isto ¢, 2° = 0.

t

y(t) = C(t) (/ d(t, T)B(T)U(T)dT) + D(t)u(t)
to

Usando uma propriedade dos impulsos unitarios podemos escrever

y(t) = C(1) < / o, T)B(T)u(f)d7> + D(®) < [ ot - T)u(f)d7>

0 0

t

ou, agrupando:

t
y(t) =/ [C(&)@(t, 7)B(7) + D(t)o(t — 7)] u(r)dr
to
Mas é bem sabido que a entrada e a saida de um sistema linear, causal e
relaxado em ty estaao relacionadas por meio da integral de superposicao

y(t) = [ Gle.mulrydr

to

Comparando estas duas expressoes encontramos
G(t,7)=C(t)®(t,7)B(T) + D(t)o(t — 1)

Esta relacao fornece a matriz de resposta ao impulso G(¢,7) em termos
das matrizes A(-), B(+),C(-) e D(-) caracteristicas das equagoes dinamicas.
Temos assim um método de encontrar uma descricao externa a partir de uma
representacao interna. O problema inverso, o de encontrarmos uma equagao
dinamica para um sistema modelado externamente, nao é tao simples como
este, e ¢ visto na teoria das realizacoes.

4.4 Caso Linear e Invariante no Tempo

Para esta importante classe de sistemas as sutilezas desaparecem e a matriz
de transicao de estados pode ser obtida de uma maneira direta e simples,
sem a necessidade de chutes ou tentativas nem sempre bem sucedidas.

Teorema 4.4.1 Quando, na equa¢ao homogénea ©(t) = A(t)z(t) a matriz
A(t) independe do parametro t, isto €, A(t) = A = cte, a matriz de transi¢ao
de estados € dada pela exponencial matricial

d(v,w) = WA
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Seria facil verificar que a exponencial matricial acima satisfaz todas as
propriedades requeridas da matriz de transicao de estados e que, assim, o
teorema é verdadeiro. A principal consequéncia deste importante resultado
aparece quando desejamos encontrar as solugoes das equacoes dinamicas in-
variantes no tempo ou fixas:

1(t) = Ax(t) + Bu(t); z(tg) = 2°

y(t) = Cx(t) + Du(t)

Lembrando que nestas condicoes sempre podemos considerar ty = 0, sem
perda de generalidade, teremos

t
2(t) = o(t:0:m;w) = g + [ DA Bu(r)dr
0
A expressao para a saida segue trivialmente:
t
y(t) = Ce'ag + C [ A Bu(r)dr + Du(t)
0

Considerando nulo o estado inicial xg na expressao acima poderiamos, a
exemplo do que foi feito para o caso variante no tempo, relacionar as matrizes
A, B,C e D com a integral de convolucao e com a matriz de resposta ao
impulso. O resultado final é

G(t,7) = Ce ™ AB 4 D§(t —7) = G(t — 1)

Encontramos, como nao poderia deixar de ser, uma expressao muito par-
ticular dos parametros t e 7. A resposta ao impulso depende apenas, para
este caso invariante no tempo, de ¢t — 7, a chamada “idade” do sistema. Com
isto em mente podemos considerar o impulso aplicado em 7 = 0 e escrever,
sem perda de generalidade:

G(t) = Ce* B + D (t)

A enorme importancia do caso invariante no tempo exigiria métodos sim-
ples, rapidos e eficientes para o calculo da matriz de transicao de estados. A
Matematica, felizmente, conhece tais métodos para o calculo da exponencial
matricial e'4. Vejamos dois deles:

1. Método Aproximado: Lembremo-nos de que, sendo a e £ constantes
reais, a teoria da expansao de funcoes em séries de poténcias diz que
2 3

fa _ > L2 > 3.
e —1+§a+2!a —|—3!a +
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Sendo A uma matriz n X n uma matriz de niimeros reais, a expressao
escalar acima pode ser imediatamente generalizada, pois a potenciagao
é uma operacao valida para as matrizes quadradas. Assim:

2 3
§A _ 2 A2 4> A3 L.
=1 EA AT A

A aproximacao sera tanto melhor quanto mais termos considerarmos
na soma. Este método aproximado é muito 1til para cdlculos efetuados
em computador digital.

Ao invés de exprimir a exponencial matricial por meio de uma série
truncada como acima podemos empregar o

. Método Exato: consideremos uma equacao homogénea invariante no
tempo:
(t) = Az(t); z(0) = o

Sua solucao pode ser encontrada por meio de Laplace:
sX(s) —xg = AX(s) donde X(s) = (sI — A) 'xg

Esta mesma solugao pode também ser encontrada pelas recentes fér-
mulas:

z(t) = ey donde X(s)=L {etA} Zo
[gualando estas duas expressoes temos
(sI—A)lzg =L {etA} o  donde [(3[ —A) - {etAH o =0
Como esta expressao deve se verificar Vg € IR" podemos concluir que

£ {em} = (s —A)~" ou entao et = L1 {(3[ _ A)fl}

A exponencial €' ¢é a anti-transformada de Laplace da inversa da ma-
triz polinomial s/ — A. Este método é muito apreciado pela facilidade
e rapidez com que apresenta uma solucao exata. Esta solucao, alias,
mostra uma analogia formal muito grande com o caso escalar, onde
temos

ou entao:




Serao apenas estes os métodos vistos aqui. Para bem sedimentar as idéias
vejamos um

Exemplo 4.4.1 Resolver a equacao completa
. -1 1 0
x(t) = [ 0 —1 ] x(t) + [ ] ] u(t); x(tp) =0

Para encontrar a exponencial e precisamos da matriz polinomial sI — A.
Para este caso:

s+1 -1
SI_A_[ 0 3+1]

Inversas de matrizes como esta podem ser obtidas por qualquer dos pro-
cessos conhecidos. Teremos, de um modo geral, matrizes cujos elementos sao
funcoes racionais estritamente proprias da varidavel s:

1 1
(SI—A)_1 = [ 861 (sJi)2 ]
s+1

Pela definicao, ou entao consultando tabelas, encontramos

et =t {(SI — A)*l} = [ eot t:_tt ]

Substituindo o argumento t por t — T chegamos a procurada

—(t—7) _ —(t—7)
_r e t—1T)e
R e e

com o que podemos atacar a expressao geral da solu¢ao
t
z(t) = eag +/ =" Bu(t)dr
0

Olhando em primero lugar para a REN teremos

R B B i)

Considerando separadamente vdrias possiveis condicoes iniciais podemos
esbocar os tipos de trajetorias:
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X2

To .

X

Para estudar a REZ, seja a entrada un degrau unitdrio u(t) = 1(t) e,
obviamente, xq = 0:

o= [ 175 w5 a1

Esta trajetoria poderia ser plotada, verificamos que
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4.5 Equacoes Dinamicas Equivalentes

Nesta parte trataremos apenas dos sistemas lineares e invariantes no tempo,
representados por equacoes dinamicas do tipo

z(t) = Az(t) + Bu(t); z(0) = 2°

y(t) = Cz(t) + Du(t)

Muitas vezes, por economia, preguica ou qualquer outro motivo, referimo-
nos a uma equacao dinamica como esta citando apenas as matrizes que
nela aparecem. Dizendo, por exemplo, que um sistema ¢é representado pela
quadrupla < A, B,C, D > estamos subentendendo que a entrada, o estado
e a saida estao relacionados da maneira usual, como acima. Com isto em
mente vejamos a

Definigao 4.5.1 As equacgdes dindmicas < A,B,C,D > e < A, B,C,D >
sao chamadas de equivalentes quando e apenas quando existir uma matriz
P, n xn, nao singular, tal que

~ A

A=PApP! B=PB

C\Y:CP_I D:D

Esta definicao de equivaléncia poe em jogo aspectos apenas mateméaticos
das equacoes dinamicas. Ao nos lembrarmos de que estas equagoes podem
representar os importantes sistemas dinamicos lineares e invariantes no tempo
nos quais tanto estamos interessados, uma duvida surge: qual seria a relacao
existente entre sistemas representados por equacoes dinamicas equivalentes?

Para encontrar respostas a esta questao, mais matematica se faz ne-
cessaria. A ela, pois, com a sincera alegria sempre presente nessas ocasioes
(e em todas as outras também, sem duividal).

Embora o arrazoado seguinte seja valido para um espago vetorial qual-
quer, é conveniente considerarmos o IR" como o “espago vetorial padrao”,
nao apenas porque ele serd o espaco de estados X para a grande maioria dos
sistema que nos interessam, mas também porque as visualizagoes ficam mais
faceis e podemos lancar mao de conceitos geométricos familiares a todos.

Um espago vetorial é constituido por vetores, que nada mais sao do que
pontos de um espago n-dimensional. Vemos assim que a identidade dos ele-
mentos de um espaco vetorial é determinada pela geometria. Mas nao se pode
trabalhar comodamente com pontos e nem com os elementos geométricos usu-
ais quando a dimensao dos espacos ¢é superior a 2. Isto impoe a necessidade
de uma representacao operacional mais eficiente para os vetores.
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A Algebra Linear nos diz como representar rapida e eficientemente um
vetor no papel. Devemos para isso lancar mao do conceito de base. Seja
entao uma base do IR" constituida pelos vetores e, ea, ... €,. E bem sabido
que para um elemento (ponto) qualquer p € IR" teremos

P =161 +XToea + -+ +Tpey,

onde os reais x1,xs,... T, Sao Unicos e determinam inequivocamente o ve-
tor p. Estes reais z; sdo chamados de componentes ou coordenadas (alguns
autores fazem distingdo entre esses nomes) do vetor p com relagdo a base
€1,€3,... €,. Esta correspondéncia biunivoca entre um vetor e suas compo-
nentes permite que um ponto qualquer de um espaco n-dimensional seja re-
presentado por um conjunto de n nuneros reais. Por uma conven¢ao mais ou
menos generalizada estes escalares sao sempre apresentados ordenadamente
na forma de matriz coluna, com n linhas e uma tnica coluna:

X

o)
Tr =

T

Vemos assim que uma matriz coluna z pode representar um ponto (vetor)
qualquer de um espaco vetorial. Com um pouco de abuso de notacao diremos
que a matiz coluna acima € o préprio vetor p:

X
X2

Ty

Na rigorosa realidade, mesmo que os elementos de uma matriz sejam
os componentes de um vetor em uma dada base e, consequentemente, ela
seja uma representacao operacional para ele, temos em maos entidades ma-
tematicas fundamentalmente distintas: uma matriz ¢ uma matriz e um vetor
é um vetor. Apesar disso, o abuso cometido ao identificarmos p com sua
represntacao matricial x é inofensivo e sera sempre ignorado.

Apenas uma ressalva. A representacao de vetores através de matrizes
coluna é um tanto quanto antieconomica no que diz respeito a consumo de
papel. Para tentar sanar esse inconveniente usa-se (ndo muito) a transposta
de um vetor linha para simbolizar um vetor:
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Para bem representarmos vetores por meio de matrizes foi necessario o
conhecimento de uma base. Ora, é bem sabido que ha um ntmero infinito de
bases em um espago vetorial, pois qualquer conjunto de n vetores linearmente
independentes pode ser selecionado como tal. Uma duvida muito natural
surge: qual é a relagdo entre as representacoes matriciais de um mesmo
ponto com respeito a bases diferentes? Para atacar esse problema seja um
vetor p € IR" e duas bases desse espaco denotadas por £ =< e, eq9,... €, >
e F =< €1,6q,... €, >. Com isso temos duas possiveis expressoes para p:

p=1x1€1 + Toly + -+ + xp€, e  p=2T161+Te9bg+ - +Tpé,

Isto significa que o memso vetor p pode ser igualmente bem representado
por qualquer uma das matrizes coluna abaixo:

X T

X2 . To
T = T =

l'n :i‘n

Antes de procurar as relacoes entra x e  é bom visualizar a situagao no
2
IR~

€9 é2
Ty
Tot--------- - ::» p
///I !
/l !
. !
’ I
i |
s |
,’ x €1
T
Partindo da constatacao que o vetor e; pode ser descrito na base E por
meio de €1

€j = p1j€1 + Pajéa + - + Ppjén
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chegariamos a tradicional conclusao da Algebra Linear: os numeros reais
que definem a posicao do ponto com respeito a nova base sao combinacoes
lineares das antigas coordenadas:

1 = pui+pieTe+ -+ Piala
Ty = P21%1 + Po2Ts + - + Poanln

Tp = DPp1T1+ Pn2¥2 + - + PanTy

Estas equagoes representam a passagem das “antigas” coordenadas para
as “novas” e podem ser elegantemente descritas em notacao matricial:

P11 P12 - Pin
. ) ) P21 P22 - DPon
= Px onde a matriz P é dada por . .

Pn1 Pn2 *°° DPnn

e x e T sao as representagoes do ponto p nas bases F e F, respectivamente.
Assim como passamos da base F para a base E através da equagao acima,
a mudanca inversa também é possivel e seria efetuada por meio de

r=Qz

Estas expressoes permitem concluir que P e () sao inversiveis e ainda mais:
P = Q7! ou equivalentemente, Q = P~

Resumindo: mudancas de base sao efetuadas por meio de multiplicagoes
por matrizes nao singulares. Elas podem se dar em ambos os sentidos e
, se P leva de E para E, entao Q = P! serd responsavel pela mudanca
inversa, de F para . Como ha infinitas bases em um espago vetorial, um
mesmo e tnico vetor pode ser representado por uma infinidade de matrizes
coluna, cada uma delas podendo ser obtida a partir de outra por meio de
multiplicagao por uma matriz inversivel.

Voltemos as equacoes dinamicas que representam um sistema linear e
invariante no tempo:

z(t) = Az(t) + Bu(t); z(0) = 2°

y(t) = Cz(t) + Du(t)

Ao escrevermos estas expressoes estamos implicitamente considerando
que uma dada base do espaco de estados X = IR" foi selecionada, e que,
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com relacao a essa base, o vetor de estado é representado, no instante ¢, pela
matriz coluna z(t). A designacdo de bases nos espagos Y = R™ e Y = IR",
também é implicita, para que a entrada e a saida possam ser descritas, no
instante ¢, pelas matrizes u(t) e y(t).

Que acontecera com as matrizes A, B, C' e D, caracteristicas do sistema,
quando passamos da base E originalmente escolhida no espaco de estados
para uma outra base E desse espaco, permanecendo inalteradas as bases
escolhidas nos espacos U e ) 7 Sabemos que uma tal mudanca de bases
resultard em uma nova matriz coluna para representar o estado:

z(t) = Pz(t) ou entao x(t) = P~'2(t)
Substituindo a ultima expressao na equacao dindmica acima vem
P~'4(t) = AP~ '#(t) + Bu(t); #(0) = Pa°
y(t) = CP7'(t) + Du(t)
Multiplicando a equacao de estado, pela esquerda, pela matriz P vem
z(t) = PAP 'i(t) + PBu(t); #(0)= Pa®
y(t) = CP7'2(t) + Du(t)

Deste modo, na nova base E as relacoes entre 2(t), u(t) e y(t) passam a
ser descritas por

onde
A=pAp! B =PB C=cpt D=D

Nada foi feito que alterasse o sistema, ele continua sendo o mesmo.
Quando escolhemos uma nova base em X a matriz que representa o estado
muda, e, com ela, mudam também as matrizes A,B,C e D, que passam a
ser A, B,C e D, como acima. Lembrando o conceito de equacgoes dinamicas
equ1valentes apresentado anteriormente concluimos que mudar de base no
espaco de estados significa encontrar uma equacao dinamica equivalente a
original. Assim, as equacoes dinamicas equivalentes tem em comum a im-
portante caracteristica de representarem exatamente o mesmo sistema, pois
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o vetor de estados permanece o mesmo, apenas passando a ser representado
por um outro conjunto de nimeros reais. Com isto as matrizes A, B,C e D
podem se modificar bastante.

Dada uma equacao dinamica, ela certamente representara um tunico sis-
tema linear e invariante no tempo. Ja a reciproca nao é verdadeira, pois
como ha uma infinidade de possiveis bases em um espaco vetorial, havera
um numero ilimitado de equagoes dinamicas equivalentes representando um
mesmo sistema.

A matriz P usada na mudanca de bases é chamada de transformacgao
de equivaléncia ou transformacao de similaridade.

Exemplo 4.5.1 Considere o SLIT descrito por
: 0 1 0 ‘ |1
i = |y y|e0+|]|uoe w0 1]

y)= [ 1 0] @)

Seja a mudanca de bases dada por & = Pyx onde a transformacao de
sitmilaridade € dada por

12 o . | -1 1
Pl—lg 4] cuja inversa €  Pj —l3/2 _1/2]

As matrizes A,B e C devem ser calculadas através das formulas A =
PAP[', A= PB eC =CP['. Feito o que encontrariamos

i(t) = lég :ig]m[ﬂuu); 33(0):@]
yy= [ -2 1]z

Seja agora a mudanca de bases dada por © = Pox onde a transformacgao
de similaridade € dada por

B 2 2 o . 4|11
Pg—l_l _1] cuja mversa € P, —[1 2]

_ As novas matrizes A, f3~ e C devem ser calculadas através das férmulas
A= PAP;', A= P,B e C = CP;'. Feito o que encontrariamos

50 [—é _g]m[_}]uu); f(@)zl_ﬂ
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Deve-se notar que esta ultima equagao poderia ter sido obtida a partir da
equagao 1mediatamente anterior usando T = Py com P3 = PgPl_l.

Exemplo 4.5.2 Em padginas anteriores costumavamos encarar o problema
de representar matricialmente equacoes diferenciais como a abaizo:

§(t) +39(t) + 2y(t) = u(t)

Sabemos agora que isto significa encontrar uma equagdo dinamica para
um sistema descrito por meio de uma EDLOF. Utilizando ainda uma vez as
“variaveis auziliares” facamos, para este exemplo: v1 =y e 19 = y. Com
isto obteriamos

Outra possivel escolha de varidveis auxiliares, certamente menos natural,
seria 1 =y + 2y e To = 3y + 4y, que acarretaria

S H
yt)= [-2 114

Mais uma possivel escolha: 1 = 2y + 1y e Ty = —y — y. Apds todo o
malabarismo algébrico necessdrio a reducao chegariamos a

() = l_(l) _g]m[_}]uu); az<0>=[_§’]
yt)= [ 1 1]z

Os comentarios e conclusoes a respeito deste ultimo exemplo sao deixa-
dos a cargo da perspicacia do leitor, da qual, por certo, nao escaparao as
inevitaveis comparacoes com o exemplo anterior.

Este dois exemplos, que na realidade podem ser considerados como um
unico, podem nao ter sido suficientes para esclarecer a questao: ha alguma
finalidade 1til no uso das transformacoes de equivaléncia? Esta duvida é
pertinente, pois nos exemplos vistos as mudancas de base aparecem de uma
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maneira muito desmotivada e artificial. Quase que por acaso era fornecida
uma matriz de transformacgao e se apresentavam, apods os calculos devidos,
as equacoes do sistema na nova base.

Qualquer impressao porventura pressentida de futilidade é falsa, pois na
pratica de sistemas lineares as transformacoes de equivaléncia sao usadas de
uma maneira inteligente, direta e racional, sempre tendo em vista um objetivo
muito claro. A finalidade das transformacoes de equivaléncia ¢ encontrar uma
matriz P de tal modo que A = PAP,B=PBe(C = CP™* estejam em
formas particularmente simples, de facﬂ manuseio e nas quais propriedades
interessantes do sistema sejam evidenciadas.

Mais uma vez notamos que um sistema nao sofre alteracao alguma quando
submetido a uma mudanca de bases. As matrizes que o representam passam
a se apresentar sob diferentes aspectos, embora continuem representando as
mesmas transformacoes lineares que caracerizam o sistema. Uma escolha
esperta e inteligente de novas bases pode fornecer ao sistema “roupas dife-
rentes” que sejam especialmente 1teis para realcar este ou aquele aspecto,
para deixar transparentes e visiveis detalhes estruturais, para, em suma, faci-
litar as coisas. A procura de bases especialmente uteis serd uma preocupacao
sempre presente a partir de agora.

4.6 Equacoes Dinadmicas Para Sistemas Fisi-
cos

Se desejamos modelar um sistema fisico por meio de equagoes dinamicas o
primeiro passo ¢ a escolha das varidaveis de estado. Uma diretriz muito tutil
diz que esta escolha deve ser feita, em geral, a partir da natureza fisica do
sistema. Para isto escolheriamos como varidveis de estado os “depdsitos”
naturais de energia do sistema. Para fixar as idéias, revisitemos o sistema
mecanico

Y
K
ittt u=f
M —
1]
B &

Supondo elementos mecanicos ideais e auséncia de atrito seco desejamos
encontrar a equacao dinamica que relaciona a forca f = w aplicada como
entrada e o deslocamento horizontal y do carrinho.

68



Como a energia cinética do sistema ¢ medida pela velocidade ¢ do carrinho
e a energia potencial se relaciona com a compressao ou distensao da mola,
medidas pela abscissa y, a escolha mais natural da svriaveis de estado ¢é
r1 =1y e xy = 7. Supondo que os parametros do sistema sao M =1, K = 2
e B = 3 a equacao dinamica procurada se apresentara como

#t)= | o 5|z +]| ] |u);
= [ 1 0]

O problema de modelagem ja esta resolvido. A partir de agora, se nao
quisermos trabalhar nesta base, quer por acharmos que as matrizes estao
em uma forma inconveniente, quer por uma outra razao qualquer, pode-
mos recorrer a uma transformacao de similaridade £ = Px. Como veremos
brevemente, bases nas quais a matriz A apresenta forma diagonal sao espe-
cialmente camaradas e, por essa razao, sao extremamente desejaveis. Para
este nosso caso, uma transformagao diagonalizadora seria dada por

2 1
P =
-1 -1
como bem mostram os recentes exemplos de paginas anteriores (qualquer
semelhanga nao é mera coincidéncia, é mesmo proposital!). Na nova base

Bty= | Ty o a4 | 1 |
y)y= [ 1 1]z

E pronto. Temos matrizes com formatos bastante atraentes. Apenas a
ressaltar o fato de que as varidaveis ; nao apresentam, obrigatoriamente,
qualquer sentido fisico. Se estivermos explicitamente interessados nas ener-
gias cinética e potencial deveremos, apds analisar a contento o estado na
roupagem & voltar & base original com = = Q% ondo Q = P~1.

Resumindo o enredo: a formulagao de um problema fisico é feita de uma
maneira natural, escolhendo varidveis de estado com significado fisico, geral-
mente associadas a energia. Apds esse passo escolheriamos uma outra base
que acarretassse conveniéncia matematica e nao fisica.
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4.7 Aspectos Matematicos

Veremos a seguir alguns conceitos matemaéticos e suas aplicagoes a sistemas
lineares. A enorme importancia deles nao deve ser subestimada ao se notar
a quase frivolidade com que serao tratados. O profundo e interessante trata-
mento que eles bem merecem nao cabe (infelizmente) nestas linhas. Deixemo-
lo aos textos matematicos.

Definicao 4.7.1 O polinémio caracteristico de uma matriz real e qua-
drada A, n X n, € um polinomio de grau n na varidvel s obtido a partir
de

A(s) = det(s] — A)

Fala-se, muitas vezes, na equagao caracteristica de uma matriz A como
acima; trata-se da equagao algébrica obtida igualando-se a zero o polinémio
caracteristico:

A(s) =det(s] —A) =0

Definigao 4.7.2 Os autovalores de uma matriz real e quadrada A, n X n,
sao as raizes do polinomio caracteristico:

A€ C éautovalor de A <=  A\) =det(A\]—A)=0

O conjunto de todos os autovalores de uma matriz real e quadrada A,
n X n, recebe o nome de espectro de A, e, normalmente, o simbolo A(A):

MA) ={ e | A =0}

Apenas nos interessaremos por matrizes cujos elementos sao nimeros re-
ais. Assim, aplicando a definicao dada, verificaremos que o polinémio carac-
teristico de uma matriz A é um polindomio moénico com coeficientes reais:

As)=s"4+a, 18" '+ +as+ap; com a€RVi=12,...n—1

Um polinomio assim apresenta sempre n raizes, e, se um complexo for
raiz o seu conjugado também serd. Desta maneira vemos que uma matriz
real A, n X n possuira sempre n autovalores:

AMA) = {1, Ag, .. A}

Consideremos um sistema linear e invariante no tempo descrito em duas
bases distintas de seu espaco de estados pelas equagoes:
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& = Ax + Bu =A% + Bu
T = Px
y=Cx+ Du y=Cz+ Du

A

Sejam A(s) e A(s) os polindmios caracteristicos das matrizes A e A,
respectivamente. Estudemos as relagoes entre eles:

A(s) = det(sI — A)

det(sPP~' — PAP™)

= det (P(sI — A)P™")

= (det P)det(s] — A)(det P71
= det(s] — A)

= A(s)

O importante significado disto é que o polinomio caracteristico nao muda
ao mudarmos de base. O polinomio caracteristico, e, consequentemente,
os autovalores, permanece inalterado ao efetuarmos uma transformacao de
equivaléncia qualquer. Por esta razao, tanto A(s) quanto os autovalores \; de
uma matriz A sao grandezas chamadas invariantes. Elas sao caracteristicas
do sistema e independem da particular base escolhida.

Emprestemos da Matematica ainda outro conceito de enorme utilidade
em nossos estudos. Sendo A uma matriz real e quadrada, n x n, e A um de
seus autovalores, chamaremos de autovetor de A associado ao autovalor
A a um vetor v € IR" com a seguinte propriedade:

Av =M

Ou seja, a imagem de um autovetor por meio de A deve ser um multiplo
dele mesmo, deve estar na mesma dire¢ao, na mesma reta suporte. Seja v
um autovetor de A associado ao autovalor A. Sendo o € IR um escalar
qualquer verificariamos facilmente que w = av também é um autovetor de
A associado ao mesmo autovalor, isto é, Aw = Aw. Na realidade ha um
nimero infinito de autovetores de A associados a um dado autovalor A: eles
pertencem a um mesmo subespaco vetorial que serd usualmente determinado
pelo fornecimento de apenas um de seus elementos.

Exemplo 4.7.1 Seja a matriz A, com seu polinomio caracteristico:

12 - T s—=1 =2 | _ 5
A_[zl 3] A(s) = det(s] A)—det[ 4 3—31_8 4s—5
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Este polinomio tem duas raizes reais e distintas \y =5 e Ay = —1. Em
outras palavras, o espectro de A é dado por AN(A) = {—1;5}. Para calcular
v1, 0 autovetor associado a \; = 5 consideremos vy = [a  B|T. Impondo a
condicao Avy = \vy temos

1 2 « « . a+20 = ba
[43][5125[5] ou entao, {4a+35255

Estas equagoes forneceriam a relagao = 2a, ou seja,

oe[3][3

Qualquer miiltiplo do vetor [1 2]T é um autovetor associado a A\ = 5.
O conjunto de todos estes multiplos é, geometricamente, uma reta que passa
pela origem e pelo ponto [1 2]T. Chamando esta reta de V, temos

1
Vlz{’Ul | Avlz)\lvl}:{Q}

Sendo vy = [y §]T temos

1 2 o I . v+20 = —vy
l4 3“5]_ [5] ou entac, {47—1—35:—5

Estas equagoes forneceriam a relagao v = —9, ou seja,

o= 5]

Uma representacdo grdfica da geometria envolvida é possivel:

X2
Vi

X1
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4.7.1 Equagoes Homogéneas

Na descricao padronizada de sistemas lineares a que estamos acostumados as
matrizes B, C' e D sao apenas ligacoes do estado do sistema com o exterior.
Elas mostram como a entrada afeta o estado, em que pontos do sistema ela
atua, e como o sistema age no meio ambiente, através da saida. O compor-
tamento intimo e isolado do sistema, as importantes relagoes do estado com
ele mesmo, sao descritas pela equagao homogénea:

x(t) = Ax(t)
z(0) = xg

Os importantes conceitos de algebra matricial recém vistos encontram
muita utilidade no estudo da equagao homogénea. Para nos certificarmos
disso lembremo-nos de que a solucao dela, a REN, é dada por

z(t) = et ou, laplaceando, X(s)=(sI — A)flxo

Aplicando a definicao de matriz inversa:

1
A(s)

X(s) = (sI — A)Taxg

onde A(s) = det(sI — A) é o polinémio caracteristico de A e (sI — A)* é
a transposta da matriz dos cofatores de s/ — A, também conhecida como
matriz adjunta. Raciocinemos juntos: os elementos da matriz sI — A que
se quer inverter sao nuimeros reais, com excecao daqueles sobre a diagonal
principal que serao polinomios do primeiro grau do tipo s — a;;. Deve estar
claro, a partir disto, que os elementos da adjunta (s — A)* serdo polinomios
em s cujos graus jamais excederao n — 1. Assim, (sI — A)* serd uma matriz
polinomial n x n e (sI — A)Txq serd uma matriz coluna L(s) cujos elementos
sao polinomios com graus n — 1, no maximo:

L(s)
A(s)

X(s) = (s — ATy =

A(s)

Supondo que os autovalores de A sao reais e distintos, seu polindomio
caracteristico pode ser fatorado e a expressao acima pode ser expandida em
uma soma de fragoes parciais: X (s) =

L(S) _ L(S) L1 + L2 ... Ln
A(s)  (s=A)(s—=A)--(s=A) s—XA  s— A s — A
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onde os L; sdao vetores constantes, isto é, L; € IR". Achando a antitransfor-
mada de Laplace teremos

x(t) = Lle/\lt + Lge/\Qt 4 Lne/\”t
Estudemos mais detalhadamente esta ultima expressao. Derivando-a vem
IL‘(t) = )\1L1€)\1t + )\2L26)\2t + 4 /\nLne)‘"t

Mas como z(t) é uma soluc¢ao da equagao homogénea devemos ter z(t) =
Az(t), ou seja,

IL‘(t) = )\1L16)\1t + /\2L2€)\2t + 4 )\nLne)‘"t
= AL M 4+ ALyt 4. 4 AL Mt = Ax(t)

ou, equivalentemente,
(ALl - )\1L1) e/\lt + (ALQ - /\QLQ) 6/\2t + -+ (ALn — )\nLn) e)\”t =0

Como as exponenciais it sio funcoes linearmente independentes a ex-
pressao acima se anula se e somente se

Isto significa que AL; = \;L;, ou seja, os coeficientes L; sao autovetores
de A associados aos autovalores );. Assim, em geral, quando os autovalores
de A sao reais e distintos a solucao da equagao homogénea pode ser expressa
€como

)\1t

n
z(t) = vie™ 4 vge)‘Qt +- Une)‘"t = Zvie)‘it
i=1
Esta maneira alternativa de apresentar a solucao da equagao homogénea é
muito interessante pois evidencia o fato de que x(t) é uma soma de exponen-
ciais caracterizada pelos autovalores, soma esta ponderada pelos autovetores

n A; — autovalor de A
x(t) = Zvie/\it onde
i=1 v; — autovetor de A

A grandeza vie)‘it ¢ muitas vezes chamada de i-ésimo modo natural,
ou modo natural associado ao autovalor ;. Quando o estado inicial g nao
¢é especificado o autovetor v; também nao sera, podendo assumir qualquer
valor no conjunto V; anteriormente definido. Por outro lado, se a condigao
inicial xg é bem definida os v; também o serao.
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Exemplo 4.7.2 Considere a equagcao homogénea

w0 =] § 3]0 w0 -a

Como os autovalores e autovetores de A jd foram calculados no exercicio
anterior podemos escrever

z(t) = vle)‘lt +v26)‘2t =a l ; ] e’ 4 l _1 ] et

Os escalares a e vy, indeterminados, traduzem o fato de que os autove-
tores nao sao unicos. Ao escolhermos uma condig¢ao inicial consequiremos
determind-los, ou melhor, escolher elementos vy e vy dentre os vetores dos
subespacos Vi e V. Seja, por exemplo, xg = [2 1]T. Fazendo t = 0 na
expressao geral de x(t) vem

2 1 1 aty=2
x(O):lllza[Q]eojL’yl_l]eo donde
20—y =1

Estas equacoes fornecem o = v =1 e assim a solu¢ao para o estado inicial

vo=[2 1|7 serd
- [t 4]

Had condigoes iniciais que “filtram” alguns modos, excitando apenas ou-
tros. Queremos dizer com isso que, dependendo da escolha de xo, poderemos
selecionar as exrponenciais que aparecerao na resposta. Seja, por exemplo,
zo = [1 2]T. O mesmo procedimento aplicado acima levaria a o =1 ey = 0:

wo-[1]

Colocando agora xg = [1 — 17 0s cdlculos gerariam a =0 e vy = 1:

o=[ 1]

As trajetorias de estado correspondentes as trés solugoes acima encontra-
das sao esbocadas no desenho abaixo:
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X2

T

A condigao inicial 2%;; excita apenas o seqgundo modo natural, donde a
trajetdria correspondente é constituida apenas pela exponencial e=t. O estado
inicial 29, dard inicio a uma trajetéria onde apenas o autovalor \; = 5
aparece na exponencial. Jd x% originard uma solu¢io onde ambos 0s modos
estdo presentes. O leitor deve verificar (o que pode ser feito facilmente) que
o formato das solucoes é realmente o mostrado acima.

E importante notar que quando o estado inicial x5 é colocado em um
subespaco V; apenas o modo natural 'Uie)‘it, associado a este subespaco, sera
excitado, sendo os outros modos filtrados, impedidos de aparecer na solucao:

Se xo € V; entao  x(t) = 'Uie/\it
E temos mais, pois nesses casos a trajetoria ficara restrita restrita ao

subespaco V;:
Se zg€V; entdo x(t)eV; Vt

Esta explicado porque as trajetérias I1 e I11 do exemplo anterior sao
retilineas: elas nascem e devem permanecer sempre prisioneiras dos conjuntos
Vi e Vy, que sdo retas do IR?.

Em espacos de estado com dimensoes maiores do que 2 estas idéias podem
ser generalizadas. Sendo por exemplo V o subespaco obtido pela somas dos
autovetores V;, V; e V;, teremos

V=V, +V+V

Se xy € V entao z(t) € VVt. Temos ainda que apenas os modos naturais
1,7 e k seriam excitados.
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Todas estas ideias podem ser demonstradas, de uma maneira bastante
simples até. Isto nao serd feito aqui, onde apelaremos ainda uma vez a
credulidade do leitor. Nao serd a ultima vez.

Toda a discussao acima é baseada na hipotese de autovalores reais e distin-
tos. Se houver no espectro de A valores complexos conjugados a esséncia dos
conceitos permanece a mesma, apenas alguns detalhes sofrerao modificacoes,
como pode ser visto através de um

Exemplo 4.7.3 As chamadas “oscilacoes livres” de um sistema mecanico
como o abaizo esquematizado sao os movimentos causados pelas condigoes
INICLALS.

O modelo matemdtico para este sistema poderia ser encontrado de ma-
neira simples:

Miji(t) + 2K9:1(t) = Kyoft)
Mijy(t) + 2K 5s(t) = Ky (t)

Escolhendo como varidveis de estado x1 = y1, To = Yo, T3 = Y1, T4 = Yo
e supondo K/M =1 encontramos a sequinte equa¢ao dinamica:

0 010

. 0 0 01

z(t) = o 100 x(t) = Ax(t); z(0) = 20
1 -2 0 0

Como a dimensdo do sistema € 4 a expressao bdsica para a solug¢ao serd

)\Qt )\3t )\4t

x(t) = vle)‘lt + v9e”?" + v3e”3" + e

Calculemos pois 0s autovalores e autovetores de A. Para isso:
A(s) = det(s] — A) = s* + 45 +3
cujas raizes comporao o espectro de A:
M=J;  d=-j  A=jV3  A=-jV3
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A solucado fica
2(t) = vie?t + voe I 4 vgelV 4y eIV

Lembrando a identidade trigonométrica e’ = cos@ + jsen 6 podemos eli-
minar as exponenciais da expressio de x(t). Resulta

2(t) = (v1 +vy) cost + (vy —vy)j sent 4 (vs +vy) cos V3t 4 (v3 — v4) 7 sen v/3t

(4.1)

Aplicando o procedimento conhecido para o cdlculo dos autovetores en-
contrariamos

1 1 1 1
1| 1| 1 N
V1 =« ] ; UZZB —j ) v3 =7 \/gj ) Uy = _\/gj
J —J —V/3j V3j

Antes de entrarmos com estes valores na expressio (4.1) acima é conve-
niente estudar a natureza de o, 3, v e §. Para isto basta analisar a propria
equagdo (4.1) quando t = 0 (qualquer outro valor serviria, mas este facilita
as coisas). Temos

.’L’(O)IU1—|—U2+’03—|—U4

ou, escrevendo as componentes:

21(0) atfB+y+0
2(0) | a+3—(y+9)

z3(0) | | dla—B)+v3j(y = d)
24(0) jla—B) = v3j(y =)

Todas estas componentes de x(0) devem ser reais, pois representam gran-
dezas fisicas. O mesmo raciocinio se aplica a somas destas componentes;
tomando, por exemplo, x3(0) 4+ 24(0):

23(0) + 24(0) = j2(ov — ) = real
Isto serd possivel apenas se o — (3 for um niumero imagindrio puro:
a—pF=3b onde beIR

Raciocinando analogamente para x3(0) — x4(0) concluiriamos que v — 4§ é
também um imagindrio puro:
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vy—d=7jd onde delR

Impondo as condigoes de x1(0) + x2(0) e, posteriormente, x1(0) — x4(0)
serem grandezas reais concluimos que o+ 3 e v+ § sdo numeros reais:

a+f=a€lR y+d=ce R

Tais restrigoes serdao satisfeitas simultaneamente apenas quando o e [3
e também v e § forem pares complexos conjugados. Tendo em vista esta
peculiaridade podemos escrever

a Jjb c jd
. . _id

V1+v = ¢ V1 —Uy = jb U3+U4 = ¢ V3 —Vyq4 = . J
—b ja —d/3 jC\/§

—b ja dv/3 —jev/3

FEstes valores podem ser substituidos na equagdo (4.1) levando, finalmente,
a uma erpressao concisa e geral:

a b c d

SIS

z(t) = _Z cost— sen t+ —d\;g cos(v/3t)— c\_/g sen (V/3t)
dv/3 —cV3

Os reais a, b, ¢ e d serao determinados apenas quando a condi¢ao inicial
for especificada. Se, por exemplo, impusermos x(0) = [1 1 0 0]T teriamos
a=1,b=c=d=0 o que acarreta

|
o
IS

cost
cost
z(t) = —sent
—sent
Lembrando a escolha das varidveis de estado (x1 = y1, xo = yo, elc)

chegamos a conclusao que y1(t) = yo(t) VYt e y1(t) = 92(t) Vt. Isto sig-
nifica que o movimento dos carrinhos € exatamente o mesmo: eles oscilam
paralelamente em um movimento harmonico simples de freqiiéncia igual a 1.

Escolhendo (0) = [0 0 1 17 ou entio z(0) =[1 —1 0 0] ou ainda
z(0) = [0 0 1 — 1T encontrariamos outras solugdes com interpretagoes
fisicas muito simples e interessantes em termos dos modos naturais de vi-
bracao do sistema.

Nesta caso de autovalores e autovetores complexos os subespagos V; nao
tem um significado simples e intuitivo como anteriormente.
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4.7.2 Aspectos freqiienciais

4.7.3 Forma de Jordan

Seja novamente a equacao homogénea em estudo

i(t) = Ax(t)

x(0) = xg

Considerando ainda autovalores reais e distintos sabemos que os autove-
tores de A serdo linearmente independentes. Seja () a matriz n X n cujas
colunas sao estes autovetores:

Q=v va -+ vy onde Avi=N\v; Vi=1,2,... n

Esta matriz sera inversivel, e poderemos fazer uma mudanca de coor-
denadas usando como base a formada pelos autovetores: x = Qz*. Com
isto

T* = A*x*
onde A* =Q 1AQ

Para determinar o formato de A* consideremos que a equacao de definicao
de A*, dada acima, pode ser reescrita como AQ) = QA*. Explicitando a
estrutura de colunas de () vem

Alvy vg - v, =g vg -0 v,]A"

Igualando as colunas destas duas matrizes:

* * *

Avy = ajv +anve + -0 +an v,
* * *
* * *

Av, = aj,v1 +as,ve+ - +a v,

Como os v; sao autovetores temos Av, = \vvp Vk =1,2,... n e, conse-
) k kVEk ) &y ’
quentemente:

E a matriz A*, desta maneira, apresenta uma forma diagonal:
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A* = . :dlag {)\1,)\2,... )\n}

Na nova base (cujas coordenada nao tem, necessariamente,algum sen-
tido fisico) as variaveis de estado sdo completamente desacopladas umas das
outras:

Nesta base o sistema dinamico de dimensao n pode ser considerado como
a justaposicao de n sistemas de primeira ordem, independentes uns dos ou-
tros. E desnecessa’rio dizer que a analise de sistemas com equacoes dinamicas
homogéneas no formato diagonalizado acima é extremamente simples e di-
reta. Sempre que possivel devemos procurar traasnformagoes diagonalizado-
ras com o auxilio dos autovetores. Mesmo com a desvantagem de a nova
base nao ter necessariamente um significado fisico para as varidveis de es-
tado, a simplicidade e a transparéncia da forma diagonal seriam suficientes
para recomendé-la na maioria das situagoes.

Em um contexto mais geral, sem restrigoes ao caso homogéneo, diremos
que uma equagao dinamica representada pelas matrizes < A, B, C, D > onde
A ¢é diagonal encontra-se na Forma de Jordan.

Um dos resultados mais importantes da Algebra Linear reza que, se uma
equacao dinamica < A, B,C,D > nao estd na forma de Jordan é sempre
possivel encontrar uma mudanga de bases x = Qx* tal que, na nova base,
as matrizes < A*, B*,C*, D* > apresentam-se em Jordan. E preciso ter em
mente que a presenca de autovalores repetidos pode acarretar uma forma de
Jordan onde A* nao é perfeitamente diagonal.

No caso de autovalores reais e distintos a transformacao de equivaéncia
que coloca em Jordan é uma matriz () cujas colunas sao os autovetores de
A. No caso de autovalores repetidos deve-se apelar para os autovetores “ge-
neralizados”.

E para mais detalhes sobre estes importantes aspectos, aos textos de
Algebra Linear devemos ir, pois aqui e agora o palco se deve esvaziar para
a entrada em cena, com garbo e imponéncia, das préximas estrelas do es-
petaculo:
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Capitulo 5

Controlabilidade e
Observabilidade

Tenho notas nao tecadas
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Capitulo 6

Realimentacao de Estados e
Sintese via Observadores

Tenho notas ja tecadas
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